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Fungsi dan sifat hak cipta Pasal 4

Hak Cipta sebagaimana dimaksud dalam Pasal 3 huruf a
merupakan hak eksklusif yang terdiri atas hak moral dan hak
ekonomi.

Pembatasan Pelindungan Pasal 26
Ketentuan sebagaimana dimaksud dalam Pasal 23, Pasal 24, dan
Pasal 25 tidak berlaku terhadap:

1

ii

iii

iv

Penggunaan kutipan singkat Ciptaan dan/atau produk Hak
Terkait untuk pelaporan peristiwa aktual yang ditujukan hanya
untuk keperluan penyediaan informasi aktual;

Penggandaan Ciptaan dan/atau produk Hak Terkait hanya
untuk kepentingan penelitian ilmu pengetahuan;

Penggandaan Ciptaan dan/atau produk Hak Terkait hanya
untuk keperluan pengajaran, kecuali pertunjukan dan
Fonogram yang telah dilakukan Pengumuman sebagai bahan
ajar; dan

Penggunaan untuk kepentingan pendidikan dan pengembangan
ilmu pengetahuan yang memungkinkan suatu Ciptaan
dan/atau produk Hak Terkait dapat digunakan tanpa izin
Pelaku Pertunjukan, Produser Fonogram, atau Lembaga
Penyiaran.

Sanksi Pelanggaran Pasal 113

1.

Setiap Orang yang dengan tanpa hak melakukan pelanggaran
hak ekonomi sebagaimana dimaksud dalam Pasal 9 ayat (1)
huruf i untuk Penggunaan Secara Komersial dipidana dengan
pidana penjara paling lama 1 (satu) tahun dan/atau pidana
denda paling banyak Rp100.000.000 (seratus juta rupiah).

. Setiap Orang yang dengan tanpa hak dan/atau tanpa izin

Pencipta atau pemegang Hak Cipta melakukan pelanggaran hak
ekonomi Pencipta sebagaimana dimaksud dalam Pasal 9 ayat (1)
huruf ¢, huruf d, huruf f, dan/atau huruf h untuk Penggunaan
Secara Komersial dipidana dengan pidana penjara paling lama
3 (tiga) tahun dan/atau pidana denda paling banyak
Rp500.000.000,00 (lima ratus juta rupiah).




MODUL PEMBELAJARAN
KALKULUS PEUBAH BANYAK

Dr. Joko Soebagyo, M.Pd.
Dr. Khoerul Umam, M.Pd.
Dr. Sigid Edy Purwanto, M.Pd.
Dr. Samsul Maarif, M.Pd.
Dr. Ishaq Nuriadin, M.Pd.

Penerbit

CV. MEDIA SAINS INDONESIA
Melong Asih Regency B40 - Cijerah
Kota Bandung - Jawa Barat
www.penerbit.medsan.co.id

Anggota IKAPI
No. 370/JBA/2020



MODUL PEMBELAJARAN
KALKULUS PEUBAH BANYAK

Dr. Joko Soebagyo, M.Pd.
Dr. Khoerul Umam, M.Pd.
Dr. Sigid Edy Purwanto, M.Pd.
Dr. Samsul Maarif, M.Pd.
Dr. Ishaq Nuriadin, M.Pd.

Editor :
Rintho R. Rerung

Tata Letak :
Rizki R. Pratama

Desain Cover :
Rintho R. Rerung

Ukuran :
A4: 21 x 29,7 cm

Halaman :
xii, 419

ISBN :
978-623-362-225-7

Terbitan:
November, 2021

Hak Cipta 2021 @ Media Sains Indonesia dan Penulis

Hak cipta dilindungi undang-undang. Dilarang keras menerjemahkan, memfotokopi, atau
memperbanyak sebagian atau seluruh isi buku ini tanpa izin tertulis dari Penerbit atau
Penulis.

PENERBIT MEDIA SAINS INDONESIA
(CV. MEDIA SAINS INDONESIA)
Melong Asih Regency B40 - Cijerah
Kota Bandung - Jawa Barat
www.penerbit.medsan.co.id



KATA PENGANTAR

Pada kesempatan ini, penyusun tak lupa ingin menyampaikan rasa terima
kasih yang sebesar-besarnya kepada semua pihak yang telah membantu
penyusun, baik secara langsung maupun tidak langsung dalam penyusunan
modul ini sampai selesai. Dengan kerendahan hati, perkenankan penyusun
menyampaikan rasa terima kasih yang sebesar-besarnya kepada:

1.

2.

Prof. Dr. Gunawan Suryoputro, M.Hum., selaku Rektor Universitas
Muhammadiyah Prof. Dr. Hamka.

Prof. Dr. Ade Hikmat, M.Pd., selaku Direktur Sekolah Pascasarjana
Universitas Muhammadiyah Prof. Dr. Hamka.

Prof. Dr. Abd. Rahman Ghani, M.Pd., selaku Wakil Rektor 1 Universitas
Muhammadiyah Prof. Dr. Hamka.

Dr. Zamah Sari, M.Ag., selaku Wakil Rektor 2 Universitas
Muhammadiyah Prof. Dr. Hamka.

Dr. Desvian Bandarsyah, M.Pd., selaku Dekan Fakultas Keguruan dan
Ilmu Kependidikan Universitas Muhammadiyah Prof. Dr. Hamka.

Dr. Samsul Maarif, M.Pd., selaku Wakil Dekan 2 Fakultas Keguruan dan
Ilmu Kependidikan Universitas Muhammadiyah Prof. Dr. Hamka.

Dr. Edy Sigid Purwanto, M.Pd., selaku Ketua Program Studi Pendidikan
Matematika SPs Universitas Muhammadiyah Prof. Dr. Hamka.

Meyta Dwi Kurniasih, M.Pd., selaku Ketua Program Studi Pendidikan
Matematika Universitas Muhammadiyah Prof. Dr. Hamka.

Penulis






DAFTAR ISI

KATA PENGANTAR ..ot i
DAFTAR IS ot iii
DESKRIPST MATA KULIATH ... ottt eeeees xi
MODUL 1 VEKTOR, DETERMINAN DAN BIDANG ......cccceeviiiiiiiiinenneen. 1
MaAteri 1 coniiniiiii e 1
KONSEP VERLOT .ouiiniiiiiiiiii et aaaas 1
Penskalaan, Penjumlahan dan Pengurangan Vektor..................... 2
VeKtor SatUamn ..ocuiviiiiiiiiii e 7
DOt ProdUCt ..coeniiiiiiiii i 7
Definisi Istilah Ortogonal dan Pengujian Ortogonal..................... 10
Komponen dan Proyeksi Vektor .........cooooiiiiiiiiiiiiiin, 10
Cross ProducCt ....c.oouiiiiiiiiiiiii 12
Persamaan Bidang.........cocuviuiiiiiiiiiiiiiiiiii e 15
Latihan 1 ....oooiiiiiiiiii e 16
Jawaban 1 ... 20
Rangkuman 1 ......coooiiiiiiiii e 30
Tes Formatif 1.....oooiiiiiiiiiiii e 31
MODUL 2 MATRIKS DAN SISTEM LINIER........cccoiiiiiiiiiiiiiiniieeneen. 37
MAtETT 2 e 37
Matriks dan Operasi Matriks .......cccovvviiiiiiiiiiiiii e 37
Terminologi dan Notasi Matriks ........ccceeiviiiiiiiiiiiiiiiieeens 37
Operasi Matriks ..o 40
Partisi Matriks .....oouviuiiiiii 44
Perkalian Matriks dengan Kolom dan Baris ...........cccoceveiiineannen. 44
Produk Matriks sebagai Kombinasi Linier........c..cc.coeeoviinininie. 45
Bentuk Matriks dari Sistem Linier..........ccoocooviiiiiiiiiiiiinninn. 48
TransposSe MatriKs .....iuiiiieiiiiieie et e e e e aenas 49
Latinam 2 ..o S0
JAWADATL 2 1ottt 56
Rangkuman 2 ........cooiiiiiiiiii e 66
Tes Formatif 2 ... 67



MODUL 3 PERSAMAAN PARAMETRIK, SIKLOID DAN TURUNAN VEKTOR

.................................................................................................. 73
A = L1 o G PPN 73
Persamaan parametrik Umum .........cooooiiiiiiiiiiniiiiiiieea 73
Persamaan parametrik gariS.......cocovviiiiiiiiiiniiiiii i 73
Perpotongan Garis dan Bidang ........c..cceceveiiiiiiiinininiiiiineen, 75
Persamaan Parametrik Kurva .........c..cooiiiiiiiiiiiiinii, 76
VEKEOT POSIST . euinieinit i 77
Lingkaran dan €lipS .....ccovuiiiiiiiiiiie e 78
GATIS. ittt 79
STKIOIA ceneii et 79
Cusp pada SiKIoid........cooiiiiiiiiiiiiii 82
Turunan VeKtOT ......oooiiiiiiiiiiiii 84
Kecepatan dan Percepatan..........cccoeviiiiiiiiiiniiiiiiiiiiiieieeeen 84
KeCOPATATL ...t 85
Vektor Tangen/Garis SINGZUINEZ....cuueunirrinieniiniieieineiaeneenreneeneenens 85
Percepatan . ..o 86
Aturan Dot Product untuk Turunan VeKktor............cooeviiiiininian.n. 87
Aturan Cross Product untuk Turunan Vektor.........c...ccoceeevennne. 88
Kecepatan, Kelajuan dan Panjang Busur.........cc.cceeeveviiiniinnaneen. 88
Vektor Tangen Satuian ......ovuveiiiiiiiniiiiee e 90
Pertimbangan GeometriS........coouviiiiiiiiiiiiiii e 90
HUKUmM KePIer ...vnininiiiie ettt e e e 95
Latihan 3 ... 99
JaWaDATL 3 oot 99
Rangkuman 3 ..o 102
Tes Formatif ..o 104
MODUL 4 FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL DAN PERSAMAAN
BID AN G .. 109
Materi 4 oo 109
Fungsi Dua Variabel .........ccooiiiiiiiiiiiiiire e 109
Level Kurva dan Kontur.......coeevviiiiiiiiiiie e 113
Turunan Parsial........ccccooviiiiiiiiiiii 115
Aproksimasi Tan@emn ...c.eeuviniiiiiiie e 118



Bidang Tan@em.....c.oeu i 118

RUMUS AProKSImMasi «.ovueeuiiniiniieiiiieiiie e 119
Prinsip Sensitivitas ......covieniiiiiiiii e 122
Kritik terhadap Rumus Aproksimasi.......ccccceeuviiiiniiiiiiniiniiinne, 122
Hipotesis Kemulusan .......c.oeuveuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieece e 123
Argumen non-geometris untuk rumus aproksimasi.................. 124
TitiK KIS .oenneiiii e 126
Kuadrat TerKecil ........ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 129
Garis Kuadrat Terkecil...........cooeviiiiiiiiiiiiiiiiiiccecee 129
Menyesuaikan kurva dengan kuadrat terkecil .......................... 132
Uji Turunan Kedua ........oooeiiiiiiiiiiiir e 135
Definisi Uji Turunan Kedua .........coeevviiiiiiiiiiiiiiiineeeeieenes 136
Justifikasi untuk Uji Turunan Kedua .........ccceveeviniiniiiininian..n. 138
Argumen untuk Uji Turunan Kedua untuk Fungsi Umum........ 140
Latihan 4 ....oooiiiiiiiii e 141
Jawabamn 4 ..ot 142
Rangkuman 4 ... 146
Tes Formatif 4 ... 146
MODUL 5 ATURAN RANTAI, TURUNAN TOTAL & BERARAH, PENGALI
LAGRANGE ...ttt 151
MAETT S ettt 151
Turunan Total ..o e 151
Aturan Rantai........cooceviiviiiiiiiiiii 154
Definisi Gradi@n.....oo.viieiiiii e 155
Sifat-Sifat Gradien ........cooeiiiiiiii e 156
Dimensi Lebih Tinggi ....ccovuuiuiiiiiiiiiiiiiiieie e 157
Turunan Berarah.........cooooiiiiiiiiiiiiiiiii 158
Pengali Lagrange.........covuiuiiiiiiiiiii e 160
Masalah Pengali Lagrange:........coveuveuviniiniiiiiniiiineneeieeeeeeeenes 160
Solusi Pengali Lagrange: ........c.veuveuveiiiniiiiiiiiiinineneeeeeeeeeeenes 160
Turunan Parsial dengan Variabel Non-Independen................... 164
Turunan vs Aturan Rantai........cccevveiiiiiiiiiiiiini e 167
Turunan Parsial Abstrak & Aturan Relasi Turunan Parsial....... 170
Aturan Relasi Turunan Parsial............ccoocooiiiiiiiiiiiinnn. 170



| D= N5 1 o F=1 o N T 171

Jawaban S ... e 172
Rangkuman S .......oooiiiiiiiii e 177
Tes Formatif S....c.ooiiiiiii 178
MODUL 6 INTEGRAL RANGKAP DUA ...ttt 183
MAtEIT B ceoeieieieii ettt e e 183
Definisi Integral Rangkap Dua.........coooiiiiiiiiiiiiiiiiin 183
Integral Rangkap Dua dalam Koordinat Persegi Panjang........... 186
Koordinat Polar.........cccuiiiiiiiiiiiiiiiiii e 187
Elemen Luas dalam Koordinat Polar.............ccccoveiiiiiiiininni. 188
Integral Rangkap Dua dalam Koordinat Polar........................... 188
Massa dan Rata-Rata.........ccooeoviiiiiiiiiiiiii e 193
Massa dengan Kerapatan KontinU ..........cceeveeviiniiiiiiiinininnnane. 194
Momen INersia@......coviiiiiiiiiiiiiiii e 198
Latihan 6 .....c.ooouviiiiiiiiii e 200
Jawabamn 6 .......ocooiiiiiiiiiii 201
Rangkuman 6 .........ccooiiiiiiiiiiiii i 209
Tes Formatif 6. ...cooeiiiiiii e 210
MODUL 7 MEDAN VEKTOR DUA DIMENSI, INTEGRAL GARIS DAN CURL
................................................................................................ 217
MATETT 7 e 217
Medan Vektor pada Bidang........c..coeeeveuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicieeeens 217
Medan Vektor pada RUAnNg........ccccvevviniiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeen 219
Gradien Medan VeKtOT ... .co.iuviiiiiiiiieieie e 221
Medan Gaya dan Kecepatan ........ccccoveveiiiiiiiiiiiiiiiniiiniiiieanes 223
LY/ (Te E=N s B € £- 1 - VPP PPNt 223
Medan Alir dan Medan Kecepatan.........c.cocoveeiiiiiiiiniiiniennennnnn. 224
Integral Garis dan Usaha.........cooeuieiiiiiiiiiiiiiiiniceeeen 227
Menghitung integral SariS .......cccoveuviiiiiiiiiiiire e 228
Sifat-sifat dan Notasi Integral GariS.........ccoeeviiiiiiiininiiiiiinieenne, 231
Integral Garis dengan Pendekatan Geometris ..........c..cceeueenen.e. 232
RUMUS DaSaAr ..o e 233
Definisi Integral GariS........cccveuviiviiiiiiiiiiiir e 234
Gradien Medan dan Fungsi Potensial..........c..ccoeviiiiiiiiniininninne. 234

vi



Teorema Fundamental Integral Garis..........ccocceeviiiiininiinin. 235
Bukti teorema fundamental ...........ccooviiiiiiiiiiiiiiiinee 236

Bukti bahwa Lintasan Independen Ekuivalen dengan Konservatif237

Kriteria Gradien Medan VeKtor ..........ccooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnt, 239
Teorema Kriteria....oooeuieiiniiiiiiiiii e 239
Curl Dua DimensSi....cuieueeuiiiieieineeie e 240
Teorema Kriteria KONVers........ccoeviiiiiiiiiiiiiiiiiininicece, 240
Fungsi Potensial .........coooiiiiiiiiiiii 243
Turunan EKsak........ccooiiiiiiiiiiiii 245
Kriteria EKSaK......ccoiiiiiiiiiiiiiiii 246
Latian 7 ..o 246
JaWaban 7 ....co.viiiiiiiii 247
Rangkuman 7 .......oooiiiiiiiiii e 251
Tes Formatif 7 .....cooiiiiiiii 252
MODUL 8 TEOREMA GREEN......c.ciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicicccciceea, 257
Materi 8 ...cviiiiiiii 257
TeOTemMa GTEEIL «..cuuiniiiiiiiiii it 257
Teorema Green dan Medan Konservatif.............c..coooeiiin. 260
Fluks Dua DimensSi.....coeiuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiciccieei e 261
Pengertian FIUKS.......c.oooiiiiii 261
Teorema Green untuk Fluks ............coooiii, 263
Divergensi Dua Dimensi .......veieiiiiiiiiiiiiiiniiieecce e 264
Perluasan Teorema GIreen ......c.oceviuiiniiiniiiiiiiiiiiiiiiiiieieeaeennes 267
Daerah Terhubung Sederhana dan Terhubung Banyak............ 268
Definisi Daerah Terhubung Sederhana.........c..ccocoeeviiiiiiiiiiane. 269
Teorema Daerah Terhubung Sederhana............c..ccoeeveiiiianie. 270
Teorema CUTL.. ..ot 271
Latihamn 8 ... e 273
Jawaban 8 ..ot 274
Rangkuman 8 ........oooiiiiiiiiiiiii e 276
Tes Formatif 8....c.oeiiiiiiiii e 277
MODUL 9 INTEGRAL RANGKAP TIGA......cioiiiiiiiiiiiiiiiicieeicieee, 282
Materi O ..o 282
Integral Rangkap Tiga .......coouviuiiiiiiiiiiiiiiiiicc e 282

Vii



Aplikasi Integral Rangkap Tiga .....ccccoveviiiiiiiiiiiiiiiiiniiinn, 293

Menentukan Massa Benda Solid...........ccccoeeiiiiiiiiiiiiiiinininnnne. 293
Menentukan Pusat Massa Benda Solid .........ccccceevveniiiiiiniannnne. 293
Menentukan Momen Inersia Benda Solid............c..c..cooiiiiini. 294
Menentukan Rata-Rata Nilai Sebuah Fungsi ......c..ccoceveieienant. 294
Latinan O ..o 298
Jawaban 9 ... 300
Rangkuman 9 ... 306
Tes Formatif O.....oooiiiiiiiiii 307
MODUL 10 MEDAN VEKTOR TIGA DIMENSI ....c.ccoiiiiiiiiiiiiineineennee. 313
Materi 10 .oouieiiiii e 313
Medan Vektor 3 DImensi ......ccuvevuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiciecicieeieen 314
Integral Permukaan ..........oeuvieiiiiiiiiiiiiii e 317
Latihan 10 ..o e 321
Jawaban 10 .....ccooiiiiiiiiiiii e 321
Rangkuman 10 ......c.ooeiiiiiiiiiiii e 324
Tes Formatif 10 .....coiiiiiiiiii e 325
MODUL 11 FLUKS TIGA DIMENST ..ottt 331
Materi 11 .o 331
FIUX 3 DimMensi ..cuueeiniiiiiiiii e 334
Latihan 11 ..o e 343
Jawaban 11 ... 344
Rangkuman 11 ..o e 347
Tes Formatif 11 ..o, 348
MODUL 12 TEOREMA DIVERGEN.....c.cociiiiiiiiiiiiiiceeiceee, 353
Materi 12 o 353
Definisi Divergen Medan VeKtor.........c..cooiiiiiiiiiiiiiiniininennes 353
Notasi Divergen Medan VeKtor........c.ocoveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeenes 354
Rumus Divergen Medan VeKtor .........c.ocoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieanes 354
Definisi Formal Divergen Medan Vektor......c..cc..cceevviiiiiiiinnianne. 354
Teorema DIVEIZeI . ..vuiiuiiiiii i 356
Latihan 12 ... 361
Jawaban 12 ... 362
Rangkuman 12 ... 367

viii



Tes FOrmatif 12 .ottt e e e ettt eeaeaneens 368

MODUL 13 INTEGRAL GARIS DI DIMENSI TIGA ....c.oeviiiiiiiiiiennennes 371
Materi 13 .o 371
Integral Garis Dimensi Tiga .....cocoviviiiiiiiiiiiiiiiinieee, 373
Definisi Integral Garis 3 Dimensi Pendekatan Massa Jenis....... 373
Definisi Integral Garis pada Medan Vektor 3 Dimensi............... 379

Notasi Alternatif Integral Garis pada Medan Vektor 3 Dimensi .382
Gradien Medan Vektor dan Fungsi Potensial di Ruang 3 Dimensi384

Gradien Fungsi 3 Peubah ......c.ccoooiiiiiiiiiii 384
Fungsi Potensial di Ruang 3 Dimensi......ccccvevevviiiiininiininennennn.. 385
Curl di Ruang 3 DimMensSi «ueueuueuieiiiiie e eeaees 387
Latihan 13 ..o 389
Jawaban 13 ...t 390
Rangkuman 13 ... 392
Tes Formatif 13 .. ..ot 393
MODUL 14 TEOREMA STOKE’S ..ottt 397
Materi 14 oo e 397
Teorema StOKES ..c.ouiniiiiii e 398
Latihan 14 ..o e 410
JaWaban 14 ..o e 411
Rangkuman 14 ... 413
Tes Formatif 14 . ..o, 414
GLOSARIUM ...ttt 417
DAFTAR PUSTAKA ... e 419






DESKRIPSI MATA KULIAIH

Mata kuliah ini mencakup diferensial, integral dan kalkulus vektor untuk
fungsi lebih dari satu variabel. Aplikasi dari mata kuliah ini digunakan

secara luas dalam ilmu fisika, teknik, ekonomi, dan grafik komputer.

Peta Kompetensi

Menerap kan konsep, idedan gagasan Kalkulus Peubah
Banyak untuk menyelesaikan permasalahan dalam
kehidupan sehari-hari dan dalamilmulain yang relevan

Mahasizwa mampu
menyeessian pemasa e han
terkait integral garis di tiga

Mahasiswa mampu
menyelsssian permasazhan

Mahasizwa mampu
menyelessian pemasaghan

terkait teorema divengen, === = terkait teonema Siokes,
dimensi,
™ i ] ] Y e
Mahasizwa mamp Mahasiswa mampu menyeresaikan WMahasizwz mamp
| ] Ul - | Ll i
o . b permasalzhan erait medan . 3 .
e ' DEMTILEEN. " = FEeEs
A p "y p

!

Mahasiswa mamp Mahasiswa mamp -
; 3 ; 3 Mah
menyelessian masslzh menyelessian masslzh ﬂEi‘a_'.Ea:ja“f"; T::sa-a'
menggunalan konssp integra menggunaian konssp medan —— ?'aaa':ecremG'EE'
rangkap dua, wektor dan integral garis, == )

"-1a hasiswa mampu )
nyelessian masalah "-1.3".355-':1.3 MM
menggunakan konssp aturan “E';:-'EEf:aﬁ:Tlaf-aa'
rantai, gradien, tunanan beraran, TIENQgUNa3 ‘1595
pengali Lagrange dan turunan persamaan parametnis tung
dengan constrain,

Mzhasizwe mampu menyelssaban

Mzhasiswa mampu Mahasiswa mampu masalah menggurakankonsep
menyelessian masslzh menyekessikan masalah fungsi dua varabe], furunan
mengounakan konsso wektor, menggunakan konssp matriks parsizl, aproksimas tangen dan

determinan dan bidang, clan sistem persamaan optimasi,
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MODUL 1

VEKTOR, DETERMINAN DAN BIDANG

Metode Estimasi Capaian Pembelajaran
Pembelajaran Waktu

Pembelajaran 150 menit Mahasiswa mampu menyelesaikan masalah

Kooperatif menggunakan konsep vektor, determinan dan
Problem  based bidang.
Learning

Materi 1
Konsep Vektor

Topik pertama kita tidak biasa karena kita akan mulai dengan presentasi
tertulis singkat. Lebih khusus lagi, kita akan memulai setiap topik dengan
ceramah yang direkam oleh para dosen dan diikuti dengan presentasi tertulis

singkat.

Seperti yang kami tunjukkan di pendahuluan, vektor akan digunakan
selama perkuliahan. Konsep dasarnya sangat mudah, tetapi Anda harus
menguasai beberapa terminologi baru. Poin penting lainnya yang telah kita
buat sebelumnya adalah kita dapat melihat vektor dengan dua cara yang
berbeda: secara geometris dan aljabar. Kita akan mulai dengan tampilan

geometris dan memperkenalkan terminologi di dalamnya.
Tampilan Geometris

Sebuah vektor didefinisikan sebagai sesuatu yang memiliki besaran dan
arah. Kita merepresentasikan vektor dengan panah baik pada bidang atau di
ruang. Panjang panah adalah besaran vektor dan arah panah adalah arah

vektor.

Dengan cara ini, dua anak panah dengan besaran dan arah yang sama

mewakili vektor yang sama (ekuivalen) seperti gambar berikut.
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S/

Gambar 1. 1. Vektor Equivalen

Kita akan merujuk ke awal panah sebagai tail (ekor) dan akhir panah sebagai

tip atau kepala atau terminal. Vektor antara dua titik akan dilambangkan
dengan PQ [1].
# ")"( (J
/PG
I'_j;"’
Gambar 1. 2. Vektor Antara Dua Titik
Kita sebut P titik awal dan Q titik terminal dari P—Q)

Besaran dari vektor A akan dilambangkan |A|. Besaran juga akan disebut

panjang atau norma.
Penskalaan, Penjumlahan dan Pengurangan Vektor

Penskalaan vektor berarti mengubah panjangnya dengan faktor skala.

Sebagai contoh,

Gambar 1. 3. Vektor Skalar

Karena kita menggunakan bilangan untuk menskalakan vektor, kita akan

sering menyebut bilangan real sebagai skalar.

Anda menambahkan vektor dengan menempatkannya dari kepala ke ekor.
Seperti yang ditunjukkan gambar tersebut, ini bisa dilakukan dalam

urutannya [2].
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Gambar 1. 4. Penjumlahan Vektor Secara Geometris

Seringkali berguna untuk menganggap vektor sebagai perpindahan. Dengan
cara ini, A + B dapat dianggap sebagai perpindahan A diikuti dengan
perpindahan B.

Anda mengurangi vektor baik dengan menempatkan ekor ke ekor atau

dengan menambahkan A + ( — B).

Gambar 1. 5. Pengurangan Vektor Secara Geometris

Dianggap sebagai perpindahan A - B adalah perpindahan dari akhir B

sampai akhir A.
Tampilan Aljabar

Secara konvensional, kita memberi label titik pusat O di mana pada bidang

0 = (0,0) dan di ruang 0 = (0,0,0).

Dalam bidang—xy jika kita menempatkan ekor A di asalnya atau titikO =
(0,0), kepalanya atau titik terminal akan berada di titik dengan koordinat,
katakanlah, (a,,a,). Dengan cara ini, koordinat kepala menentukan vektor

A.

Saat kita menggambar A dari pusat kita akan menyebutnya sebagai vektor

pusat atau vektor posisi.
Menggunakan koordinat atau komponen vektor kita tulis:
A =(ay,a;)

Penjumlahan, pengurangan dan penskalaan menggunakan koordinat

dibahas di bawah ini. Secara grafis:




VEKTOR, DETERMINAN DAN BIDANG

i
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Gambar 1. 6. Vektor Posisi Dua Dimensi

Vektornya i dan j yang digunakan pada gambar di atas memiliki koordinat i

= (1, 0), j = (0, 1). Kita sangat sering menggunakannya sehingga mereka

mendapatkan simbolnya sendiri.

i

Gambar 1. 7. Vektor Satuan Standar

Notasi dan terminologi

1.

2.

(a4, a;) menunjukkan sebuah titik pada bidang.

(aq,a;) = a4i + a,j. Ini sama dengan vektor yang ditarik dari titik awal O

ke titik (aq,a;).

Untuk A = a4i+ a;j, a; dan a, disebut i dan j komponen dari A. (

Perhatikan bahwa mereka adalah skalar)

P = OP adalah vektor posisi dari titik pusat O ke P.

Pada papan tulis vektor biasanya akan ada panah di atas hurufnya.

Dalam bentuk cetak kita sering hilangkan panah dan cukup gunakan

huruf tebal untuk menunjukkan vektor, yaitu P = P.

Bilangan real adalah skalar, Anda dapat menggunakannya untuk

menskalakan vektor.

Aljabar vektor menggunakan koordinat

Untuk vektor A =a,i+a,j dan B = b,i+ b,j kita memiliki aturan aljabar

berikut. Gambar di bawah ini menghubungkan aturan-aturan ini dengan

sudut pandang geometris.
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Norm: |A| = \/m (ini hanya teorema Pythagoras)

Penjumlahan:

A + B = (a; + by)i+ (a, + by)j,

di mana

(a1, az) + (b1, by) = (ay + by, a; + by)

Pengurangan:

A - B = (a; — by)i+ (az — by)j,

di mana

(aj,az) —(by,by) = (a; — by, a; — by)

axtby g

Gambar 1. 8. Penjumlahan dan Pengurangan Vektor Secara Aljabar

Untuk dua titik P dan Q vektor Wi = 6 -P yaitu, Wi adalah pemindahan dari
P ke Q.

1 A =g, 42)
i A
| /PG
rd ff'f ;
9/ _,.-*?'P =1{m.m)
/.-""J - -
# /.’-..-JPE
'___f_'_.d'

ol T
(@,

Gambar 1. 9. Perpindahan Vektor
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Vektor dalam tiga dimensi

Kita mewakili vektor tiga dimensi sebagai panah di ruang. Menggunakan
koordinat tiga dimensi, kita membutuhkan tiga angka untuk

merepresentasikan sebuah vektor.

A = (o). 09, ay) Lerg, o, s

Gambar 1. 10. Vektor Posisi Tiga Dimensi

Secara geometris tidak ada yang berubah untuk vektor dalam tiga dimensi.

Mereka diskalakan dan ditambahkan persis seperti vektor dua dimensi.

Secara aljabar vektor asal A = (a4, a,,a3) dimulai dari asal O dan meluas ke
titik (a4, a,, a3). Kita memiliki vektor khusus i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1).

Menggunakannya menghasilkan:
(a;,ay,a3) = a;i + ayj + azk
Kemudian, untuk A = (a,,a,,az) dan B = (b;, by, b3) kita punya:
(a1, az,a3) + (b1, by, b3) = {a; + by, a; + by, a3 + bs)
persis seperti kasus dua dimensi.

Besaran dalam tiga dimensi juga mengikuti dari teorema Pythagoras.

lai+ azj + ask| = |[{aq, a,,a3)| = /af +aj +a3

Hal ini dapat Anda lihat pada gambar di bawah ini, dimana r = \/a? + a5 dan

|A| = /T2 + a3
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PR 1.2, g

| I

./" J_H . 5]

Gambar 1. 11. Panjang Vektor Tiga Dimensi
Vektor satuan

Vektor satuan adalah sebarang vektor dengan panjang satuan. Ketika kita
ingin menunjukkan bahwa suatu vektor adalah vektor satuan, kita

meletakkan topi di atasnya, misalnya, u.
Vektor khusus dalam bentuk i,j dan k adalah vektor satuan standar.

Karena vektor dapat diskalakan, setiap vektor dapat diskalakan kembali

menjadi vektor satuan.

Contoh 1:

Temukan vektor satuan yang sejajar (3,4)

Jawab:

Karena |3,4| =5 maka vektor %(3,4) = (é,%) memiliki panjang satuan dan
sejajar (3,4).

Dot Product

Dot product atau perkalian titik adalah salah satu cara untuk
menggabungkan ("mengalikan") dua vektor. Outputnya adalah skalar

(angka).

Disebut perkalian titik karena lambang yang digunakan adalah titik. Karena

produk titik menghasilkan skalar, maka disebut juga produk skalar [1].

Seperti kebanyakan vektor pada umumnya, kita memiliki tampilan geometris

dan aljabar dari perkalian titik.
Definisi aljabar (untuk vektor 2D):

Jika A = (a4, a,) dan B = (b, b,) maka:
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A-B=a;b; +a,b,
Contoh 2:
Tentukan dot product dari (6,5) dan (1, 2).
Jawab:
(6,5)-(1,2)=6-1+5-2=16.
Tampilan geometris:

Gambar di bawah ini menunjukkan A,B dengan sudut 6 diantara mereka.

Kita mendapatkan:

A-B=|A||B|cos@

B

Gambar 1. 12. Vektor A, B dan Sudut 0

Memperlihatkan dua pandangan (aljabar dan geometris) yang sama

membutuhkan hukum cosinus.
|A—B|? = |A|?> + |B|?> — 2|A||B| cos 8
= (af +a3) + (bf + b3) — ((a; — by)* + (a; — by)?) = 2|A||B| cos 6
= a,b; + a,b, = |A||B]| cos 6.
Karena (ay, a,) - (by,b,) = a,b; + a,b, kita telah menunjukkan bahwa:
A-B = |A||B|cos@

Dari definisi aljabar perkalian titik kita dengan mudah mendapatkan hukum

aljabar berikut:
A-B+C)=A-B+A-C
Contoh 3:
Tentukan perkalian titik dari A dan B jika |A| =2,|B| = 5,0 = /4.
Jawab:

(gambar sendiri gambarnya)
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V2
A-B= |A||B|cos¢9=10-7=5\/§

Contoh 4:
Tentukan perkalian titik dari A dan B jika A =i+ 2j,B = 3i + 4j.
Jawab:
A-B=1-3+2-4=11
Vektor tiga dimensi

Produk titik dalam 3D serupa seperti pada 2D. Jika A = (ay,a,,a;) dan B =
(by, by, b3) maka:

A-B=a;b; +ayb, + azb;
Tampilan geometrisnya identik dan bukti yang sama menunjukkan bahwa:
A-B=|A||B|cos@
Contoh 5:
Tunjukkan bahwa 4 = (4,3,6),B = (— 2,0,8),C = (1,5,0) adalah titik-titik atau
simpul dari segitiga siku-siku.
Jawab:
Dua kaki segitiga itu adalah AC = (=3,2,—6) dan AB = (—6,-2,2) = AC -
AC =18—6—12 =0. Tampilan geometris perkalian titik menunjukkan

sudut antara kakinya % (yaitu cos 8 = 0).

s by \
ol WY
_.-"'-r i R,

- —3)
»

I Yau!

Gambar 1. 13. Tampilan Geometris Dot Product
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Definisi Istilah Ortogonal dan Pengujian Ortogonal

Ketika dua vektor tegak lurus satu sama lain, kita katakan itu ortogonal.

Seperti yang terlihat pada contoh, karena cos§= 0, perkalian titik

memberikan tes untuk ortogonalitas antar vektor:
ALBSA-B=0
Produk titik dan panjang

Baik rumus aljabar maupun geometris untuk perkalian titik menunjukkan
bahwa keduanya berhubungan erat dengan panjang. Faktanya, mereka

menunjukkan vektor A:
A-A=|A)?
Mari tunjukkan ini menggunakan kedua tampilan.
Secara aljabar: misalkan A = (a4, a,,az) maka
A-A=(ay,a;a3) (a;,ay,a3) = ai + a5 + a3 = |A|?

Secara geometris: sudut 8 antara A dan dirinya sendiri adalah 0. Oleh karena

itu,
A-A=|A||A|cosO = |A||A| = |A|?

Seperti yang dijanjikan, kedua pandangan memberikan formula.

Komponen dan Proyeksi Vektor

Jika A adalah sebarang vektor dan 1 adalah vektor satuan maka komponen

dari A searah u adalah:
A-u
(Catatan: komponennya adalah sebuah skalar)
Jika 6 adalah sudut antara A dan i dan karena |G| = 1 maka:
A -1 = |A||t]|cosO = |A|cos B

Gambar di bawah ini menunjukkan bahwa secara geometris panjang kaki

segitiga siku-siku dengan hipotenusa A dan satu kaki sejajar u.

10
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Gambar 1. 14. proyeksi ortogonal dari A pada u

Kita juga menyebut kaki sejajar i sebagai proyeksi ortogonal dari A pada

u.

Untuk vektor bukan satuan: komponen vektor A searah vektor B secara
sederhana komponen dari A searah tu = %. (U adalah vektor satuan searah
dengan B.)

Contoh 6:

Tentukan komponen A ke arah B jika |A| = 2,|B| =5, =m /4.

Jawab:

Mengacu pada gambar di atas: komponennya adalah |A|cos8 = 2 cos(m/4) =
2. Perhatikan, panjang B diberikan tidak relevan, karena kita hanya peduli

tentang vektor satuan yang sejajar B.

Contoh 7:

Tentukan komponen A ke arah B jika A =i+ 2j,B = 3i + 4j.
Jawab:

Vektor satuan ke arah B adalah

B _3_+
B 5 "5
= komponennya adalah
A B _3+8_11
Bl 5 5 5

Contoh 8:
Tentukan komponen A = (2,2) searah ii = (— 1,0)

Jawab:

11
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Vektor @i adalah vektor satuan, jadi komponennya adalah A-1=(2,2)-

(-1,0) = —2.

Komponen negatif tidak apa-apa, hal ini mengatakan bahwa proyeksi dari A

dan i menunjuk ke arah yang berlawanan.

i
Gambar 1. 15. Komponen Proyeksi Negatif
Kami menekankan sekali lagi bahwa komponen vektor adalah sebuah skalar.
Cross Product

Perkalian silang atau cross product adalah cara lain untuk mengalikan dua
vektor. (Nama berasal dari lambang yang digunakan untuk menunjukkan
hasil perkalian.) Karena hasil perkalian ini adalah vektor lain itu juga disebut

produk vektor.

Seperti biasa, ada cara aljabar dan geometri untuk menggambarkan
perkalian silang. Kami akan mendefinisikannya secara aljabar dan

kemudian pindah ke deskripsi geometris.
Definisi determinan untuk perkalian silang

Untuk vektor A = (aq,a,,a3;) dan B = (b, b,, b3) kami mendefinisikan produk

silang dengan rumus berikut [2]:

i j Kk
AXB= a, ap, as
by by bs

_ %2 43 .9 43 a a
AXB=1i|, m|lb3bJ+ﬂm m|
A X B = (ayb; — azb,)i — (a;b3 — azbs)j + (a;b, — azby )k

AXB= <a2b3 - a3b2, a1b3 - a3b3, a1b2 - azbl)

Tiga persamaan terbawah di atas mudah dilihat sebagai persamaan dan
harus dianggap sebagai definisi hasil perkalian silang. Baris paling atas

secara teknis mempesona karena kita tidak benar-benar diizinkan

12
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menggunakan vektor sebagai entri dalam determinan. Meskipun demikian,

ini adalah cara terbaik untuk mengingat cara menghitung perkalian silang.
Contoh 9:

Hitungi X j.

Jawab:

i=(1,0,0) dan j =(0,1,0) sehingga:

i j kK
ixj=|1 0 0|l=i(0)—-j0)+k(1) =k
010

Fakta aljabar: (ini mengikuti dengan mudah dari sifat determinan).
1.AXB=0
2. Anti-komutatif: AXB=-BxA
3. Hukum distributif: AX (B+C) =AXB+AXC
4. Non-asosiatif: AX Bx C # A X (B X C) ( contoh dalam sekejap).
Untuk vektor satuan i,j, k kita punya:
ixXj=Kk, jxk=i, kxi=j
Contoh 10:
(non-asosiatif) (i X j) xj=—itapiix (jxj) =0.
Contoh 11:

Hal ini dimungkinkan untuk menghitung perkalian silang menggunakan

fakta aljabar dan produk yang diketahui dari i,j, k. Misalkan,
(Qi+3j)x @Bi—2j) =(6ixi)—(4ixj)+ (9 xi)—(6j xj) =—-13k

Persamaan pertama mengikuti hukum distributif. Yang kedua, kita gunakan
sayaiXxi=jXxj=0 (fakta aljabar 1), i X j = k ( dihitung di atas) dan j xi = -k

( anti-komutatif).
Deskripsi geometris

Untuk mendeskripsikan perkalian silang secara geometris kita perlu

mendeskripsikan besar dan arahnya. Ini dilakukan dalam teorema berikut.

Dalil: magnitude dari A X B adalah:

13



VEKTOR, DETERMINAN DAN BIDANG

|A x B| = |A||B]| sin8 dimana 8 adalah sudut di antara mereka
|A X B| = luas jajaran genjang yang merentang oleh A dan B.
Arah dari A X B ditentukan sebagai berikut.

A x B tegak lurus dengan bidang A dan B. Pada gambar di bawah ini ada dua
arah tegak lurus dengan bidang atas dan bawah. Pilihan dibuat oleh aturan
tangan kanan. Aturan ini mengatakan untuk mengambil tangan kanan Anda
dan mengarahkan jari Anda ke arah A sehingga mereka melengkung ke arah

B; lalu ibu jari Anda menunjuk ke arah A X B.

Arah A x B dengan aturan tangan kanan
" | Area=|AxB| = |A||B|sino

Gambar 1. 16. Aturan Tangan Kanan pada Cross Product

A= B

Kita tidak akan membahas bukti teorema ini. [tu menggunakan identitas

Lagrange:
|A x B|? = |A]?|B|* — (A - B)?

Identitas ini mudah ditunjukkan dengan memperluas kedua sisi

menggunakan komponen.
Contoh 12:

Temukan luas segitiga dari gambar berikut.

Gambar 1. 17. Segitiga di Tiga Dimensi

14
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Jawab:

Luas segitiga adalah setengah luas jajaran genjang (lihat gambar).

Gambar 1. 18. Jajar Genjang di Tiga Dimensi

Jadi, luas segitiga = %|(1,2,4) % (0,5,1)|

i j k
(1,24)x(0,51)=|1 2 4|=i(-18)—j+ 5k
0 5 1

Luas segitiga = %\/182 + (—1)%2+52 = %\/350 :

JANGAN LUPAKAN GEOMETRI - akan berguna untuk memecahkan

masalah.
Persamaan Bidang

Nanti kita akan kembali lagi kedalam topik persamaan bidang lebih lanjut.

Sebagai gambaran, berikut ini salah satu contohnya.
Contoh 13:

Tentukan persamaan bidang yang mengandung tiga titik P, = (1,3,1),P, =

(1,2,2),P; = (2,3,3).
Jawab:

Pertama, kita tentukan dua vektor yang melalui titik-titik tersebut. Misalkan

kita ambil vektor:
PP, dan P;P;
PP,=(1-12-32-1)=(0,—-1,1)

PiP; =(2-13-33-1)=(1,0,2)

15
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Kedua, lakukan cross product kedua vektor tersebut untuk mendapatkan

vektor normal N, diperoleh:

I | U S
N=PP,xPP;=0 -1 1|=((-1).2—-10)i—(0.2—1.1)j+ (0.0-1.(-1)k
1 0 2

N=—-2i+j+k=(-211)

Ketiga, ambil sebarang titik P = (x,y, z) pada bidang yang melalui ketiga titik
tersebut dan buat vektor PP =(x—1,y—3,z—1) sehingga tegak lurus
dengan N.

Sehingga:
N-PP=0
(-2,1,1)-(x—1,y—3,z—-1)=0
—2.x-1)+1.@Hy-3)+1.(z-1)=0
-2x+y+z+2-3-1=0
—2x+y+z—-2=0
—2x+y+z=2

Jadi persamaan bidang yang mengandung tiga titik P; = (1,3,1),P, =
(1,2,2),P; = (2,3,3) adalah —2x+y +z = 2.

Latihan 1

1. Tentukan A+ B + C.

A

xﬁ*ﬁ?

2. Tentukan A + B+ C, dimana A =(1,2), B=(1,0), C=(2,—1).

3. Tentukan (1,2,5)+(-2,1,5).

4. Median segitiga adalah vektor dari titik sudut ke titik tengah sisi yang

berlawanan. Tunjukkan jumlah median segitiga = O.

16
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10.

11.

12.

13.

14.

Misalkan A =(1,2), B=(1,—-1) dan C =i+ 2j+ 3k. Tentukan panjang
A, A+ B,dan C.

a) Sebuah sungai mengalir dengan kecepatan 3 mil per jam (mph) dan
satu tim pendayung beregu dengan kecepatan 6 mph. Arah apa

yang harus diambil pendayung untuk menyeberangi sungai?

b) Jawab pertanyaan yang sama jika sungai mengalir dengan
kecepatan 6 mph dan tim pendayung beregu dengan kecepatan 3
mph.

Gunakan vektor untuk membuktikan bahwa diagonal jajaran genjang
saling membagi dua sama besar.
Buktikan dengan menggunakan metode vektor bahwa titik tengah dari

sisi segiempat ruang membentuk jajaran genjang.

Gambar berikut menunjukkan dua kapal tunda menarik tongkang.
Jika satu kapal tunda menarik dengan gaya 20000 Newton, berapakah
gaya tarik yang harus diberikan oleh tarikan kapal tunda lainnya untuk

menjaga tongkang lurus ke kanan.

Kapal Tunda

Kapal

\\\
\ Kapal Tunda

a) Hitunglah (1,2, —4) - (2,3,5)?

b) Apakah sudut antara dua vektor tersebut lancip, tumpul atau

siku-siku?.
Jika A - B = 0 maka berapakah sudut antara A dan B ?.
Tentukan sudut antara vektor A =i+ 8j dan B =i + 2j.

Ambil titik P =(a,1,-1),Q =(0,1,1),R = (a,—1,3). Tentukan nilai a

sehingga PQR menjadi segitiga siku-siku?

Tunjukkan diagonal dari parallelogram tegak lurus jhj rhombus yaitu

empat sisinya memiliki panjang yang sama.

17
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Tentukan sudut antara vektor i +j + 2k dan 2i —j + k.
a) Apakah (1,3) dan (—2,2) ortogonal?

b)  Untuk nilai a berapakah sehingga sudut antara vektor (1,a) dan

(2,3) siku-siku?

c) Pada gambar berikut, vektor A dan B; ortogonal sebagai mana A
dan B,. Jika semua vektor panjangnya sama, maka tentukan

koordinat B; dan B,.

A = {ag.an)

B

Dengan menggunakan vektor dan produk titik tunjukkan bahwa
diagonal dari parallelogram memiliki panjang yang sama jhj berbentuk

persegi panjang.
Misal A = (1,3) dan B = (3,4). Tentukan komponen dari A searah B.
Misal A = (3,5,7) dan B = (3,4,0). Tentukan komponen dari A searah B.

Misalkan A =(a,2) dan B =(1,3). Untuk nilai a berapakah agar
komponen A searah B sama dengan nol?. Untuk nilai a berapakah agar

komponennya negatif?

Perhatikan gambar berikut. U ntuk nilai 8§ berapakah agar komponen

A searah B sama dengan nol?.

L )

Hitung (i + 2j) x (2i — 3j)

Tentukan luas parallelogram dari gambar berikut.

18
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24.

25.

26.

27.

{3,1,6)
"
a) Hitung é i|
b)  Hitung _13 ‘42|
c) Hitung i ;

.

Tentukan area dari parallelogram berikut.

{—1,2)

{1,0]

Tentukan area dari segitiga dengan titik-titik (0,0), (—2,2) dan (1,3).

1 2 3
a) Hitung|4 5 6
7 8 9
2 1 -5
b) Hitung |0 0 4
31 2
1 2 3 4
. 0 0 60
c) Hitung 10 2 0
1 51 2

19
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28.

29.

Tentukan volume dari parallelepiped dengan sisi-sisi vektor dari titik

pusatnya adalah (1,2,4),(2,0,0),(1,5,2).

1 2 3
Kita tahu bahwa [4 5 6[=0. Apa yang dapat disimpulkan terkait
7 8 9

vektor posisi (1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)?

Jawaban 1

1.

Vektor-vektor perpindahan dari A + B+ C adalah perpindahan bersih
dari A ke B kemudian ke C, yaitu:

A+B+C

Penjumlahan vektor secara aljabar menjumlahkan komponen-

komponen yang sesuai dari masing-masing vektor, yaitu:
A+B+C=(1+1+4+224+0+(-1))=(41)
(1,2,5)+(=2,1,5) =(1+ (-2),2+ 1,5+ 5) =(-1,3,10)

Misalkan median atau titik tengah dari tiap sisi pada segitiga ABC

seperti gambar berikut.

C
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1
Q=5(+0)
1
R==(B+C)
2
- 1
AR=R-A=5(B+0)-A

Hj:Q—B:%(,HC)—B

. 1
CP=P—C=§(A+B)—C
Maka jumlah median adalah:
AR+BQ+CP=(E(B+C)—A)+<E(A+C)—B>+(§(A+B)—C>
ﬁ+?+ﬁ—13+1c A+1A+1C B+1A+1B C=0
Q =277 24773 24773 B

Berdasarkan definisi bahwa panjang vektor adalah akar dari jumlah

kuadrat komponennya. Sehingga:
Al =12+22 =15
B = 17+ (-1)2 =2
A+B|=/(1+1)2+2-1)2=+5

Icl =12 +22 +32 =14

a) Misalkan 6 adalah sudut yang terbentuk antara arah pendayung

dan garis tegak lurus sungai, seperti gambar berikut.

Sungai = 3

A

Kecepatan bersih
Pendayung = 6

Gambar di atas menunjukkan bahwa jumlah kecepatan bersih

sama dengan jumlah kecepatan pendayung ditambah kecepatan
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sungai. Jika kecepatan bersih adalah tegak lurus maka terbentuk

segitiga siku-siku di mana:

a3
sin =c=3

Maka:
9—30"—E
B 6

Sehingga arah yang harus diambil pendayung untuk
menyeberangi sungai adalah 30° atau % radian ke atas kiri dari

garis tegak lurus.

b) Pada kasus ini dengan gambar yang sama diperoleh:
sinf 3
Dan hal ini tidak mungkin terjadi karena sinf < 1. Sehingga tidak

ada arah yang mungkin diambil untuk menyeberangi sungai.

Secara intuisi, tidak mungkin menyeberangi sungai pada kasus
ini karena arus sungai lebih kencang daripada kecepatan
pendayung, sehingga pendayung akan selalu terdorong ke bawah

tidak peduli arah mana yang diambil.

7. Misalkan jajar genjang yang dimaksud adalah sebagai berikut:
D C

A B

Dari gambar di atas, misalkan M; adalah titik tengah AC dan M, adalah
titik tengah BD, akan dibuktikan bahwa titik tengah AC dan BD adalah

titik yang sama atau M; = M, dengan menunjukkan bahwa AM; = AM,.

Diketahui bahwa:
AM, = 1R
172

Karena ABCD adalah jajar genjang maka:
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Disisi lain:
- 1
AM; = AB + - BD
Sehingga:
AM; =~ 4B + -DC + 2 BD = 1(E+D_C’+ﬁ)’) = Lac
272 2 277 72 T2
Jadi, terbukti bahwa AM; = AM, m

Misalkan segiempat sebarang terdiri dari sisi A,B,C,D. Jika vektor-

vektor dengan arah seperti pada gambar berikut maka A+ B = C+ D.

D

A

Gambar di atas menunjukkan vektor dari titik tengah A ke titik tengah
C adalah

! C ! A
2 2
Begitu juga dengan vektor dari titik tengah B ke titik tengah D adalah
! B ! D
2 2
Sehingga:

A+B=C+D

C-A=B-D

1 _1
5(C—-A)=5(B-D)
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10.

11.

12.

13.

Dengan demikian dua sisi berlawanan pada segiempat sama dan
sejajar. Bukti vektor dari titik tengah A ke titik tengah B dan vektor
dari titik tengah C ke titik tengah D serupa. Sehingga titik tengah dari

sisi segiempat ruang membentuk jajaran genjang.

Kita membutuhkan komponen vertikal dari masing-masing gaya untuk

mengeliminir atau mengimbanginya, misalkan komponen tersebut x.

Sehingga:

in40° = —
s 2000

X
in 359 = —
Sin F

2000sin40° = F sin 35°

_ 2000sin40°

o ~ 2241332
a) (1,2,-4)-(235)=12+23+ (—4).5=—12

b) Misalkan 6 adalah sudut yang terbentuk antara dua vektor.
Karena hasil dot product negatif maka cosf < 0, artinya 8 > /2.

Maka sudut yang terbentuk adalah tumpul.
/2

Misalkan sudut yang terbentuk adalah 6. Karena A-B = |A||B|cosf

maka:
p A-B (1,8) - (1,2) 1+ 16 17
|A[|B] V12 +82V12+ 22 /65V5 513
Maka:

17
6 =cos~ !t (—)
5v13

Karena segitiga siku-siku memiliki dua sisi yang tegak lurus, maka kita

memerlukan dua vektor yang merepresentasikannya. Ambil @5 dan Q—R),

sehingga:
QP-QR=0

(@a=01-1,-1-1)-(a—0,-1-13-1)=0
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(a,0,—2)-{(a,—2,2)=0
a?-4=0
a==2
Jadi, a haruslah bernilai —2 atau 2 agar PQR menjadi segitiga siku-siku.

14. Misalkan dua sisi yang berdekatan dari jajaran genjang menjadi vektor

A dan B seperti yang ditunjukkan pada gambar berikut.

A

Maka kita memiliki dua diagonal yaitu A + B dan A — B. Sehingga dot

product dari kedua diagonal adalah:
(A+B)-(A-B)=A-A-B-B
Jika kedua diagonal tegak lurus maka:
(A+B)-(A-B)=0
A-A=B-B

Jadi, kedua diagonal tegak lurus jika dan hanya jika dua sisi yang
berdekatan memiliki panjang yang sama. Dengan kata lain, jika jajar

genjang adalah rhombus.
15. Misalkan 0 adalah sudut antara kedua vektor, maka:
Secara aljabar diperoleh:
(1,1,2)-(2,-1,1)=2—-1+2=3
Secara geometris diperoleh:
(1,1,2) - (2,—-1,1) = [(1,1,2)||(2,—1,1)| cos 0
3 =vV6V6cosh

3=6cos0H
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6=>=
Cos —6—

WA e

0 =60° =
16. a) Dua buah vektor ortogonal (tegak lurus) jika dot product
keduanya 0. Kita cek dot productnya, diperoleh:
(1,3) - (—22)=-24+6=4+0
Karena dot productnya bukan O maka kedua vektor tidak
ortogonal.
b)  Agar siku-siku, atur dot product sama dengan 0, diperoleh:
(1,a)-(2,3)=0
24+3a=0

3a=-2

c) Dari gambar diketahui bahwa vektor B; adalah vektor A yang

dirotasi sebesar 90° searah jarum jam. Karena |A| = |B;| dan A L

B; maka:
(ay,a3) - (az,—a;) =0
Jelas bahwa B; = (a,, —a;)

Dari gambar diketahui bahwa vektor B, adalah vektor A yang

dirotasi sebesar 90° berlawanan jarun jam. Karena |A| = |B,| dan

A 1 B, maka:
(ay,a3) - (—az,a;) =0
Jelas bahwa B, = (—a,,a,)

17. Misalkan persegi panjang yang diberikan adalah sebagai berikut:

D C

A B

Kita akan gunaka sifat-sifat dari dot product yaitu:
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18.

19.

20.

a. v-v=|v|?
b. vw=0svilw

Berdasarkan gambar diketahui bahwa ABCD adalah persegi panjang,

sehingga:

Dan dari gambar juga diketahui:
AC = AB + BC
BD = BC + CD = BC — AB
Ambil dot product dari AC dan BD diperoleh:
— 2 —_— — —_—  — —_— - — 2 —_— = — 2
|AC|” = AC - AC = (AB + BC) - (AB + BC) = |AB| + 24B - BC + |BC]|
[BD|” = BD - BD = (BC — 4B) - (BC — 4B) = |BC|* — 2BC - 4B + |4B|’
Dari :
— 2 —,2
|AC| dan |BD|
— 2 — 2 —_— —
|AC|" = |BD|" © AB-BC =0

Artinya kedua diagonal memiliki panjang yang sama jhj AB L BC dan

jhj sisi-sisi dari persegi panjang saling tegak lurus m.

Komponen B searah A adalah

A (1,3) 15
B = (34)- =
|A] V1Z+32 V10
Komponen A searah B adalah
B (3,4,0) 29
A-—=0357) —=—
B V32+42+02 S

Komponen A searah B agar bernilai O adalah

AD—(a2) L9
B~ iz y32
a+6
Vio
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21.

22.

23.

24.

at+6=0
Maka komponen A searah B agar bernilai O jika a = —6.
Dan komponen A searah B agar bernilai negatif jika a < —6.
0=m/2

Cross product dari kedua vektor adalah:

i j k
(1,2,0) x(2,-3,00=(1 2 0
2 -3 0

(1,2,0) x (2,-3,0) = (2.0 = 0(=3))i — (1.0 — 0.2)j + (1(=3) — 2.2)k
(1,2,0) x (2,-3,0) = 0i — 0j — 7k
(1,2,0) x (2,—3,0) =(0,0,—7)
Luas parallelogram merupakan panjang cross product dari dua vektor.

Ambil dua vektor (2—-15-22-1)=(1,3,1) dan (3—-11—-26-1)=
(2,—1,5).

Cross product dari kedua vektor adalah:

i j k
(1,3,1) x(2,-1,5)=[1 3 1
2 -1 5

(1,31) X (2,—1,5) = (3.5 — 1(=1))i — (1.5 — 1.2)j + (1(-1) — 3.2)k
(1,3,1) x (2, —1,5) = 16i — 3j — 7k
(1,3,1) x (2,—1,5) = (16,—3,—7)

Maka luas parallelogram adalah

(16,3, =7)| = /162 + (=3)2 + (=7)2 = V314
a) Kita gunakan aturan panah, diperoleh:
1 2] _ _ _
3 i =14-23=-2
b)  Kita gunakan aturan panah, diperoleh:

|1 -2
-3

Jl=14-E3 =2
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c) Kita gunakan aturan panah, diperoleh:
3 4 _ 0o 44—
|| 5l=32-41=2

25. Luas area segiempat diperoleh dari determinan vektor penyusun

segiempat, seperti pada gambar berikut:

Y

A={1,3)
B=(-2,2)
X
: _ _ 1 3 _
Luas segiempat = |det(A, B)| = |det (_2 2)| =2+6=
26. Sketsa sari permasalahan adalah:
Y
1
’\
:' 3 (1,3)
5 9y o
(=2.2) (1,3)
(~2,2) .
0

Luas segitiga sama dengan luas setengah segiempat, yaitu:

Luas segitiga = %|det (_12 §)| = %(2 +6) = 4.
27. a) O

b) 4

) -96

28. Sketsa permasalahan adalah sebagai berikut:
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29.

P

Maka volume dari parallelepiped adalah:

1 2 4
det <2 0 0)
1 5 2

Misalkan vektor-vektor tersebut adalah A, B, dan C. Karena det(A,B,C) =

V= = |-2(2.2 — 45)| = |-2(~16)| = 32

0 maka volume dari parallelepiped dengan vektor-vektor bersisi O.

Artinya semua vektor posisi terletak dalam sebuah bidang.

Rangkuman 1

1.

2.

Vektor didefinisikan sebagai sesuatu yang memiliki besaran dan arah.
Vektor dinotasikan dengan huruf berpanah atau huruf tebal.

Besaran atau panjang dari vektor A akan dilambangkan |A| dan

dihitung menggunakan jarak Euclid atau teorema Pythagoras.
Vektor satuan adalah vektor dengan panjang 1.

Vektor satuan normal adalah vektor satuan dalam bentuk standar i =

(1,0),j = (0,1) atau i = (1,0,0),j = (0,1,0), k = (0,0,1).

Penjumlahan dua vektor secara geometri, dapat dianggap sebagai
perpindahan dari satu vektor diikuti dengan perpindahan vektor

lainnya.

Pengurangan dua vektor secara geometri, dapat dianggap sebagai
perpindahan dari satu vektor diikuti dengan perpindahan vektor

lainnya dengan arah yang berlawanan.
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10.

11.

12.

Penjumlahan dua vektor secara aljabar, dilakukan dengan

menjumlahkan komponen yang sesuai.

Pengurangan dua vektor secara aljabar, dilakukan dengan

mengurangkan komponen yang sesuai.

Penskalaan vektor adalah perkalian skalar dengan vektor baik

memperpanjang atau memperpendek vektor.
Dot product atau perkalian titik adalah dengan formula:
u-v=|ul|lvlcosf atau u-v = (uy,uy) - (v, ,) = U vy + Uy,

Cross product atau perkalian silang antara dua vektor dihitung dengan

rumus:
Jika a dan b vektor pada dimensi tiga dan tidak bernilai O maka:

axb = (]a||b|sinf)n

Atau
i j k
axb=|a; a, a3
b, b, b3

13.Jikaaxb=0makaalb.

14.Jikaaxb = —b X a.

15.Proyeksi vektor b pada a dihitung dengan rumus:

a-b)a a-b

Proa lal ~ Ja2?

El

16. Proyeksi skalar vektor b pada a dihitung dengan rumus:

a-b
comp,b = —-

|al

Tes Formatif 1

1.

Vektor satuan searah (2,3) adalah ...

2 3
A G

2 3
B &w
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2 3
C' (ﬁlﬁ)

( 2 3
Nl

2 3
E. (E’E>

2. Misalkan B =(2,2,1) dan sudut antara A dan B membentuk sudut 30°
dimana A - B = 6. Maka nilai |A| adalah ...

A. 43

B. V3

C. 42

D. 3V2

E. 3V2

3. Misal A = (1,3) dan B = (3,4), maka komponen dari B searah A adalah...

A 2

B. =

C. =

D. =

4. Hasil dari (1,3,1) X (2,—1,5) adalah ...

A.  (3,16,-7)

B. (7,-3,—16)
C. (-1237)

D. (-7,-3,—-12)
E. (16,—3,-7)
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S. Luas area dari quadrilateral berikut... # (4.3
1,3

A. 9

B. 7 _
C. 5 (3, -1

D. 3

E. 1

Jawaban Tes Formatif 1
1. C

Untuk mendapatkan vektor satuan kita melakukan penskalaan

terhadap vektor asli dengan membaginya dengan panjangnya.

23 2 3
J22+(3)? ERVEL

U adalah vektor satuan yang sejajar dengan vektor aslinya.

i=

2. B
Karena 6 = 30° = /6 radian dan |B| = V22 + 22 + 12 = 3 maka:

A-B=|A||B|cos8

6 = |A].3 cos—

= . COS6
1

2=|A|E\/§

4
|A| =§\/§

3. D

Komponen B searah A adalah

A (1,3) 15
B-— = (3,4)- =
|A] V12 +32 /10
4, E
i j k
(131)x(2,-15 =1 3 1
2 -1 5
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(1,3,1) X (2,-1,5) = (3.5 — 1(—1))i — (L5 — 1.2)j + (1(~1) — 3.2)k
(1,3,1) x (2,—1,5) = 16i — 3j — 7k
(1,3,1) x (2,—1,5) = (16,-3,-7)
5. A

Pertama, kita urai segiempat menjadi dua segitiga seperti gambar

berikut.

Dari gambar diperoleh komponen-komponen 04,0B, dan OC.

Luas AOAB = %|det(1 e -5 =;

4 3 2
Luas AOBC = %|det(§ _31)| = %|_13| = %

Jadi luas segiempat OABC = % =09.

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 1.

Tinekat P _Jumlah Jawaban yang Benar x 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:
90 — 100% = baik sekali
90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup

<100% = kurang
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Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda harus

mengulangi Modul 1, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 2

MATRIKS DAN SISTEM LINIER

Metode Estimasi Capaian Pembelajaran
Pembelajaran Waktu
Pembelajaran 150 menit Mahasiswa mampu menyelesaikan
Kooperatif permasalahan menggunakan konsep matriks
Problem  based dan sistem persamaan.
Learning
Materi 2

Matriks dan Operasi Matriks

Barisan persegi panjang dari bilangan real muncul dalam konteks selain
sebagai matriks perluasan sistem linear. Pada bagian ini kita akan mulai
mempelajari matriks sebagai mana mestinya dengan mendefinisikan operasi

penambahan, pengurangan, dan perkalian pada mereka.
Terminologi dan Notasi Matriks

Pada matematika sekolah kita menggunakan barisan angka berbentuk
persegi panjang yang disebut matriks perluasan, untuk menyingkat sistem
persamaan linier. Namun demikian, susunan bilangan segi empat juga
muncul dalam konteks lain. Misalnya, susunan persegi panjang berikut
dengan tiga baris dan tujuh kolom mungkin menggambarkan jumlah jam
yang dihabiskan seorang mahasiswa untuk mempelajari tiga subjek selama

satu minggu tertentu:

Senin Selasa Rabu Kamis Jumat Sabtu Minggu

Matematika 2 3 2 4 1 4 2
Sejarah 0 3 1 4 3 2 2
Bahasa 4 1 3 1 0 0 2

Jika kita menghilangkan heading-nya, maka kita akan tersisa dengan
susunan angka persegi panjang berikut dengan tiga baris dan tujuh kolom,

yang disebut "matriks":

2 3 2 4 1 4 2
0 31 4 3 2 2
41 3 1 0 0 2
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Secara umum, kita akan mendefinisikannya sebagai berikut [3]:
DEFINISI 1

Matriks adalah susunan angka/bilangan dalam bentuk persegi panjang.

Bilangan/angka dalam susunan tersebut disebut entri.

Catatan: Matrik yang hanya memiliki satu kolom disebut vektor kolom atau
matrik kolom, dan matrik yang hanya memiliki satu baris disebut vektor baris

atau matrik baris.

Contoh 1: Contoh-contoh Matriks

1 2 e m —2

1 1
3 02 10 =3Ljo 5 1 ,[3],[4]
-1 4 00 0

Ukuran matriks dijelaskan dalam hal jumlah baris (garis horizontal) dan
kolom (garis vertikal) yang dikandungnya. Sebagai contoh, matriks pertama
dalam Contoh 1 memiliki tiga baris dan dua kolom, sehingga ukurannya
adalah 3 dengan 2 (ditulis 3 X 2). Dalam deskripsi ukuran, angka pertama
selalu menunjukkan jumlah baris, dan angka kedua menunjukkan jumlah
kolom. Matriks yang tersisa dalam Contoh 1 memiliki ukuran 1 x 4,3 X 3,2 X

1,dan 1 X 1 secara berturut-turut.

Kita akan menggunakan huruf besar untuk menunjukkan matriks dan
huruf kecil untuk menunjukkan jumlah numerik, sehingga kita bisa
menulis:

2 1 7

A=[3 4 2

atauc=[¢ © €]

d e f
Ketika membahas matriks, adalah umum untuk merujuk ke jumlah numerik
sebagai skalar. Kecuali dinyatakan sebaliknya, skalar adalah bilangan real,;

skalar kompleks akan dipertimbangkan nanti dalam teks.

Kurung matriks sering diabaikan dari matriks 1 X 1, sehingga mustahil untuk
mengatakan, misalnya, apakah simbol 4 menunjukkan angka "empat” atau
matriks [4]. Inijarang menimbulkan masalah karena biasanya mungkin untuk

mengetahui mana yang dimaksudkan dari konteks.

Entri yang terjadi di baris i dan kolom j dari matriks A akan dilambangkan

dengan q;;. Jadi matriks 3 X 4 secara umum dapat ditulis sebagai:
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a1 Qg dz3 dpg

[‘111 a2 Qi3 ‘114]
azp Q3 A3z dzg

Dan secara umum matriks m X n adalah:

a1 aqp . QAqn
a a .- a

e . (1)
Am1  Am2 - Omn

Ketika notasi ringkas diinginkan, matriks sebelumnya dapat ditulis sebagai:
[aij]an atau [aij]

Notasi pertama digunakan ketika penting dalam diskusi untuk mengetahui
ukuran, dan yang kedua digunakan ketika ukuran tidak perlu ditekankan.
Biasanya, kita akan mencocokkan huruf yang menunjukkan matriks dengan
huruf yang menunjukkan entri-nya; dengan demikian, untuk matriks B kita
biasanya menggunakan b;; untuk entri dalam baris i dan kolom j, dan untuk

matriks C kita akan menggunakan notasi ¢;;.

Entri di baris i dan kolom j dari matriks A juga biasanya dilambangkan

dengan simbol (4);;. Jadi, untuk matriks 1 di atas, kita punya:
(A)ij = a;;
Dan untuk matris:
7 %)
Kita punya (4);1; = 2,(A)12 = —3,(4)1 = 7, dan (A),, = 0.

Vektor baris dan kolom sangat penting, dan ini adalah praktik umum untuk
menunjukkannya dengan huruf tebal huruf kecil dan bukan huruf besar.
Untuk matriks semacam itu, subskrip ganda entri tidak diperlukan. Jadi

secara umum vektor baris 1 X n dan vektor kolom m x 1 akan ditulis sebagai:

b,

b,
a=[a,a,..a,] dan b= l : ‘

by

Matriks A dengan n baris dan n kolom disebut matriks persegi ordo n, dan
entri a4, ayy, ..., Any yang diarsir dalam 2 dikatakan berada di diagonal utama

A.
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a11 dip o Qip
Am1  Am2 . Qnpn

Operasi Matriks

Sejauh ini, kita telah menggunakan matriks untuk menyingkat pekerjaan
dalam memecahkan sistem persamaan linear. Untuk aplikasi lain,
bagaimanapun, itu diinginkan untuk mengembangkan "aritmatika matriks"
di mana matriks dapat ditambahkan, dikurangi, dan dikalikan dengan cara
yang bermanfaat. Bagian selanjutnya dari bagian ini akan dikhususkan

untuk mengembangkan aritmatika ini.
DEFINISI 2

Dua matriks didefinisikan sama jika mereka memiliki ukuran yang sama dan

entri yang sesuai adalah sama.
Kesetaraan dua matriks:
A = [a;;] dan B = [b;]
dengan ukuran yang sama dapat diekspresikan baik dengan menulis:
(A)ij = (B)yj
atau dengan menulis:
a;j = by;
di mana dipahami bahwa kesetaraan berlaku untuk semua nilai dari i dan
j.
Contoh 2: Kesamaan Matriks

Perhatikan matriks berikut:

a=[3 be=ls she=l5 & ol

Jika x = 5 maka A = B, tetapi untuk semua nilai lain dari x, matriks A dan B
tidak sama, karena tidak semua entri yang sesuai adalah sama. Tidak ada

nilai x dimana A = C karena A dan C memiliki ukuran yang berbeda.
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DEFINISI 3

Jika A dan B adalah matriks dengan ukuran yang sama, maka penjumlahan
A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan entri B ke entri A
yang sesuai, dan pengurangan A — B adalah matriks yang diperoleh dengan
mengurangi entri B dari entri A yang sesuai. Matriks dengan ukuran berbeda

tidak dapat ditambahkan atau dikurangi.

Dalam notasi matrik, jika 4 = [a;;] dan B = [b;;] dengan ukuran yang sama,

maka:
(A+B)ij = (A + (B)ij = a;; + by;
Dan

(A—B)ij = (A)j — (B)yj = aj; — by;

Contoh 3: Penjumlahan dan Pengurangan Matriks

Perhatikan matriks berikut:

2 1 0 3 4 3 5 1 L g
A=|-1 0 2 4[,B=|2 2 0 -1|,Cc=], 2]
4 -2 7 0 3 2 —4 5
Maka:
—2 4 5 4 6 -2 -5 2
A+B=|1 2 2 3|dana-B=|-3 -2 2 s
7 0 3 5 1 -4 11 -5

Ekspresi A+ C, B+ C, A—C dan B — C tidak terdefinisi.
DEFINISI 4

Jika A adalah matriks dan c adalah skalar apa pun, maka produk cA adalah
matriks yang diperoleh dengan mengalikan setiap entri dari matriks A oleh c.

Matriks cA dikatakan sebagai kelipatan skalar A.
Dalam notasi matrik, jik A = [a;j] maka:

(cA);; = c(A)j = cayj
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Contoh 4: Kelipatan Skalar

Untuk matrik-matrik:

A:[i g Lll’B:[—O1 :2), _75],(3:[3 _06 132]

Kita punya:

woft 8 con-ft 2 T e[ 2 Y

Ini adalah praktik umum untuk menunjukkan (—1)B oleh —B.

Sejauh ini kita telah mendefinisikan perkalian matriks oleh skalar tetapi
bukan perkalian dari dua matriks. Karena matriks ditambahkan dengan
menambahkan entri yang sesuai dan dikurangkan dengan mengurangkan
entri yang sesuai, akan terlihat alami untuk menentukan perkalian matriks
dengan mengalikan entri yang bersesuaian. Namun, ternyata definisi seperti
itu tidak akan sangat berguna untuk sebagian besar masalah. Pengalaman
telah menyebabkan para matematikawan mengikuti definisi perkalian

matriks yang lebih bermanfaat berikut ini.
DEFINISI 5

Jika A adalah matriks m X r dan B adalah matriks r X n, maka produk AB
adalah matriks mXn yang entri ditentukan sebagai berikut: Untuk
menemukan entri dalam baris i dan kolom j dari AB, pilih satu baris i dari
matriks A dan kolom j dari matriks B. Gandakan entri yang sesuai dari baris
dan kolom bersama-sama, dan kemudian tambahkan produk yang

dihasilkan.
Contoh 5: Perkalian Matrik

Perhatikan matrik-matrik berikut:

4 1 4 3
A=[124],B=0—131
260 2 7 5 2

Karena A adalah matrik 2 X 3 dan B adalah matrik 3 x 4, produk AB adalah
matrik 2 x 4. Untuk menentukan, misalnya, entri di baris 2 dan kolom 3

daridB, kita memilih baris 2 dari A dan kolom 3 dari B. Kemudian, seperti
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yang digambarkan di bawah ini, kita mengalikan entri yang terkait bersama

dan menambahkan produk-produk ini.

ik i -oome

2 7 5 2
(2.4) + (6.3) + (0.5) = 26

Entri dalam baris 1 dan kolom 4 dari AB dihitung sebagai berikut:

124]3_11;‘TZ|:||:||:|
26 0L 7 5o DO O

(1.3) + (2.1) + (4.2) = 13
Perhitungan entri sisanya adalah:
(1.4) + (2.0) + (4.2) = 12
(1.1) — (2.1) + (47) = 27
(1.4) + (2.3) + (4.5) = 30
(2.4) + (6.0) + (0.2) = 8
(2.1) - (6.1) + (0.7) = —4
(2.3) — (6.1) + (0.2) = 12

12 27 30 13]

Sehingga diperoleh AB = [8 -4 26 12

Definisi perkalian matriks mensyaratkan bahwa jumlah kolom dari faktor
pertama A sama dengan jumlah baris dari faktor kedua B untuk membentuk
produk AB. Jika kondisi ini tidak dipenuhi, produk tidak terdefinisi. Cara
mudah untuk menentukan apakah produk dari dua matriks didefinisikan
adalah dengan menuliskan ukuran faktor pertama dan, ukuran faktor kedua
dituliskan disebelah kanannya. Jika, seperti pada (3), angka di dalam adalah
sama, maka produk dapat ditentukan. Angka-angka di luar kemudian

memberikan ukuran produk.

A B _ AB 3)
T fngkd dSim 1
Angka luar
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Contoh 6: Menentukan Apakah Suatu Produk Terdefinisi

Misalkan A, B dan C adalah matrik-matrik dengan ukuran sebagai berikut:

A B C
3x4 4x7 TX3

Maka dengan (3), AB terdefinisi matriks berukuran 3 x 7; BC terdefinisi

dengan ukuran matrisk 4 X 3; dan CA terdefinisi dengan ukuran matrik 7 x 4.

Produk AC,CB dan BA semuanya tidak terdefinisi.

a1 Q12 - Qr

ap1 Qpp e asy bll blZ bl]

Aip Az e Qi |] s : :
by byy . by

AGm1 Am2 - Amr

Entri (AB);; dalam baris i dan kolom j dari AB diperoleh dengan:

(AB)ij = aj1byj + ajpbyj + ajzbsj + -+ by

Partisi Matriks

(4)

Matriks dapat dibagi atau dipartisi menjadi matriks yang lebih kecil dengan

memasukkan aturan horizontal dan vertikal antara baris dan kolom yang

dipilih. Sebagai contoh, berikut ini adalah tiga partisi yang mungkin dari

matriks A secara umum - yang pertama adalah partisi A menjadi empat

submatrik 41,412,451, dand,,; yang kedua adalah partisi A ke dalam vektor

baris r,1,, dan r3; dan yang ketiga adalah partisi A ke dalam vektor kolom

1,Cy,C3, dan c,:

[A11 Q12 Q13 Aq4] A A
A=|a a a a.l = [F11 12
= |d21 22 23 24[ = |4 A

az1 Q32 Q33 d3a 2l 22
[A11 Q12 A13  QA14] 71

A =|0z1 Gz Q23 Qa4 =T
[d31 Q3 (33 (34] |73

A=101 QA Az3 Ay =][C1 C2 C3

Perkalian Matriks dengan Kolom dan Baris

C4]

Partisi memiliki banyak kegunaan, salah satunya adalah untuk menemukan

baris atau kolom tertentu dari produk matriks AB tanpa menghitung seluruh
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produk. Secara khusus, rumus berikut, yang buktinya dibiarkan sebagai
latihan, menunjukkan bagaimana vektor kolom individu AB dapat diperoleh
dengan mempartisi B ke dalam vektor kolom dan bagaimana vektor baris

individu AB dapat diperoleh dengan mempartisi A ke dalam vektor baris.
AB = A[by b, .. byl =[Ab;y Ab, .. Ab,] (6)

(AB dihitung kolom dengan kolom)
aq alB
4= “f‘hl“z‘? (7)
am amB

(AB dihitung baris dengan baris)
Dalam kata-kata, rumus-rumus ini menyatakan bahwa:
Vektor kolom ke — j dari AB = A[vektor kolom ke j dari B] (8)
Vektor baris ke — i dari AB =[vektor kolom ke j dari A]|B (9)
Contoh 7: Lihat kembali Contoh 5

Jika A dan B adalah matriks dalam Contoh 5, maka dari (8) vektor kolom
kedua AB dapat diperoleh dengan perhitungan:

[1 2 4] _11 _ [27
/2 6 0 5 —4
Kolom ke 2 dari B Kolom ke 2 dari AB

Dan dari (9) vektor baris pertama dari AB dapat diperoleh dengan

perhitungan:
4 1 4 3
[1 2 4] [0 -1 3 1] =[12 27 30 13]
X 2 7 5 2 T
Baris pertama dari A Baris pertama dari AB

Produk Matriks sebagai Kombinasi Linier

Kita telah membahas tiga metode untuk menghitung produk matriks AB —
entri demi entri, kolom demi kolom, dan baris demi baris. Definisi berikut

memberikan cara lain untuk berpikir tentang perkalian matriks.

45



MATRIKS DAN SISTEM LINIER

46



MATRIKS DAN SISTEM LINIER

DEFINISI 6

Jika A4, A,, ...., A, adalah matriks dengan ukuran sama, dan jika cq,cy, ..., Cy

adalah skalar, maka ekspresi dari bentuk [4]:
C1A1 + C2A2 + i + CT‘AT
Disebut kombinasi linier dari A4, 4A,, ..., A, dengan koefisien cq, ¢y, ..., Cy

Untuk melihat bagaimana produk matriks dapat dilihat sebagai kombinasi

linear, misalkan A menjadi matriks dan x vektor kolom, katakan:

az1 Q22 e Ay X2

A=|"¢ : o ldanx=|".

m1  Am2 v Omn Xn

Maka
a11x1 + a12x2 + -4 alnxn all a12 aln
Ay1X1 + AypXy + -+ AypX az1 az» QAan
A=| 72T 22 mm = [V g x| T (10)

Am1X1 T QpaXe + o+ ApnXy am1 am2 Amn

Ini membuktikan teorema berikut:
TEOREMA 2.1.

Jika A adalah matriks m X n, dan jika X adalah vektor kolom n x 1, maka
produk Ax dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari vektor kolom A di

mana koefisien adalah entri dari x.

Contoh 8: Produk Matrik Sebagai Kombinasi Linier

-1 3 2 2 1
2 ][]
2 1 -=2113 -3

Dapat ditulis sebagai kombinasi linier dari vektor kolom sebagai berikut:

~1 2 1
1 ] -1 —3] = !—9
2] -3

2
Contoh 9: Kolom produk AB sebagai kombinasi linier

Produk matrik:

2 +3

3
2
1

Kita sudah membuktikan dalam contoh 5 bahwa:
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AB:[124][3 _11‘3121212 27 30 13
2 6 ol) 702 o7l -4 26 12

Ini mengikuti dari Rumus (6) dan Teorema 1.3.1 bahwa vektor kolom ke-j
dari AB dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari vektor kolom A
dimana koefisien dalam kombinasi linear adalah entri dari kolom ke-j dari B.

Perhitungannya adalah sebagai berikut:

(51 =4[2]+o[g]+2[]
2= G-+ [
6 =42l +3[¢]+5 ]
2] =301+ [l +2[o]

Bentuk Matriks dari Sistem Linier

Perkalian matriks memiliki aplikasi penting untuk sistem persamaan linear.

Perhatikan m sistem persamaan linier dalam n tidak diketahui:

ai1X1 + A12Xy + -+ alnxn = bl
a21x1 + a22x2 + -+ aznxn = b2

Am1Xy + AaXy + 0+ A Xy = by

Karena dua matriks sama jika dan hanya jika entri yang sesuai sama, kita
dapat mengganti m persamaan dalam sistem ini dengan persamaan matriks

tunggal:

am1X1 + Am2X2 + -+ amnxn

Matriks m x 1 di sisi kiri persamaan ini dapat ditulis sebagai produk sehingga

diperoleh:
a1 Q12 o Qn X1 b,
;1 0y e Qop X b2
Am1  Om2 o Qmn || Xn by,
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Jika kita menunjuk matriks ini dengan A, x, dan b, masing-masing, maka
kita dapat mengganti sistem asli m persamaan dengan n tidak dikenal oleh

persamaan matriks tunggal:
Ax=b

Matriks A dalam persamaan ini disebut matriks koefisien dari sistem.
Matriks perluasan untuk sistem diperoleh dengan adjoining b ke A sebagai

kolom terakhir; dengan demikian matriks perluasannya adalah:

aj; Az - Qi |bg
a a we Qop|b
[Alb] = 731 T s
Am1 Amz - Amnlb,

garis vertikal di [4|b] adalah cara yang nyaman untuk memisahkan A dari b

secara visual; itu tidak memiliki signifikansi matematis.
Transpose Matriks

Kita menyimpulkan bagian ini dengan mendefinisikan dua operasi matriks

yang tidak memiliki analog dalam aritmatika bilangan real.
DEFINISI 7

Jika A adalah matriks m X n, maka transpose dari A, dilambangkan dengan
AT, didefinisikan sebagai matriks yang dihasilkan dengan mempertukarkan
baris dan kolom A; yaitu, kolom pertama AT adalah baris pertama A, kolom

kedua AT adalah baris kedua A, dan seterusnya.
Contoh 10: Beberapa Contoh Transpose

Berikut ini adalah beberapa contoh matriks dan transposnya.

a11 Q12 Q13 QAqg 2 3]
A=|Az21 Qzz A3 Ay, B=[1 4|,C=[1 3 5], D =[4]
d3z; A3z 0433 dzg 5 6l

a11 dz1 Azg

1
r_ |Q12 Q22 A3z r_[2 1 51 ~r_ T _
A_a13 azs a33’B _[3 4 ,C—E,D = [4]

A14 dz4 Q34

Perhatikan bahwa tidak hanya kolom A" dari baris A, tetapi baris AT adalah
kolom A. Dengan demikian entri dalam baris i dan kolom j dari AT adalah

entri dalam baris j dan kolom i dari A; yaitu:
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A7) = Dy (11)
Perhatikan pembalikan subscript.
Dalam kasus khusus di mana A adalah matriks persegi, transpose A dapat
diperoleh dengan entri pertukaran tempat yang diposisikan secara simetris

pada diagonal utama. Dalam bagian 12 kita melihat bahwa AT juga dapat

diperoleh dengan "mencerminkan" A dengan diagonal utamanya.

1 -2 4 1 3 -5
A=1]3 7 0 =|-2 7 8
-5 8 6 4 0 6

Pertukaran tempat entri yang
diposisikan secara simetris pada
diagonal utama

DEFINISI 8

Jika A adalah matriks persegi, maka jejak A, dilambangkan dengan tr (A),
didefinisikan sebagai jumlah dari entri pada diagonal utama A. Jejak A tidak
terdefinisi jika A bukan matriks persegi.

Contoh 11: Jejak Matriks

Berikut ini adalah contoh-contoh matrik dan jejaknya.

-1 2 7 0

3 5 -8 4

1 2 7 =3
4 -2 1 0

a1 Q12 di3
a1 dzz dAzz
azp Gz 0Aszs

A= ,B =

tr(A) =ay; +ay; +azzdantr(B) =—-1+5+7+0=11

Dalam latihan soal, Anda akan mendapati beberapa latihan untuk

dikerjakan terkait operasi transpose dan trace.

Latihan 2

Lsata=(} 9e=( L De=(1 5o 90 ()
Hitunglah (jika memang bisa dihitung):

(a) AA
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3.

(b) AB
(c) AC
(d) AE
(e) DA
(f) CE
(g) A+B
(h) A+D
a b c b
Misal A = (d e f). Tentukan vektor kolom B sehingga AB = <e>.
g h i h
Tuliskan sistem linier berikut dalam bentuk perkalian matriks.
2x+3y+5z=2
2y+z=1
x—2y =3

Misalkan 4,B,C,D dan E adalah matrik-matrik dengan ukuran sebagai

berikut:

A B C D E
(4x5) (@x5 (x%x2) (4x2) (5x4)

Dari matriks di atas, tentukan apakah ekspresi matrik tersebut
terdefinisi. Untuk matriks yang terdefinisi, tentukan ukuran dari hasil

matrik berikut:
(a) BA

(b) AC +D

(c) AE + B

(d) AB + B

() E(A+B)

(f) ECAC)

(8) ETA

(h) (AT + E)D
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5. Misalkan A4,B,C,D dan E adalah
berikut:

A
3x1)

B
(3x6)

matrik-matrik dengan ukuran sebagai

C D E

(6x2) (2x6) (1x3)

Dari matriks di atas, tentukan apakah ekspresi matrik tersebut

terdefinisi. Untuk matriks yang t

matrik berikut:
(a) EA

(b) ABT

(c) BT(A+ET)
(d) 24+ C

(e) (€T +D)BT
() ¢D+BTET
(8) (BNHCT

(h) DC + EA

A=

5 2
0 1
2 4

6 1 3
-1 1 2
4 1 3

D =

k-]

erdefinisi, tentukan ukuran dari hasil

Perhatikan matrik-matrik berikut:

Dari matrik-matrik tersebut, hitung ekspresi yang mungkin:

(@) D+E
(b) D—E

(c) 54

(@) —-7¢

(€) 2B—C

(f) 4E —2D

(&) —3(D + 2E)
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(h) A—A
@) trD)
(G) 4tr(7B)
(k) tr(4)

. Dengan menggunakan matrik pada soal nomor 6, hitunglah ekspresi-

ekspresi di bawah ini yang mungkin:
(a) 2AT + C

(b) DT — ET
ONCESY

(d) BT +5CT

(e) ;CT—A

() B—BT

(g) 2ET —3DT
(h) 2ET —-3D7)
(i) (CD)E

() C(BA)

(k) tr(DET)

() tr(BC)

. Dengan menggunakan matrik pada soal nomor 6, hitunglah ekspresi-

ekspresi di bawah ini yang mungkin:
(a) AB

(b) BA

() BE)D

(d) (AB)C

(e) A(BC)

H cct

(8) (DAT
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10.

11

(h) (CTB)AT
(i) tr(DDT)
G) tr(4ET —D)

(k) tr(CTAT + 2ET)
() tr((BCTTA4)

Dengan menggunakan matrik pada soal nomor 6, hitunglah ekspresi-

ekspresi di bawah ini yang mungkin:
(a) 2DT —E)A

(b) (4B)C + 2B

(c) (AC)T +5DT

(d) (BAT —20)T

(e) BT(CCT — ATA)

() DTET — (ED)

Misalkan:
3 =2 7 6 —2 4
A=16 5 4|danB=|0 1 3
0 4 9 7 7 5

Gunakan metode baris atau metode kolom yang tepat untuk

menentukan:

(a) Baris pertama AB
(b) Baris ketiga AB

(c) Kolom pertama BA
(d) Baris ketiga AA

(e) Kolom ketiga AA

.Berdasarkan matriks pada soal nomor 10, gunakan metode baris atau

metode kolom yang tepat untuk menentukan:
(a) Kolom pertama AB

(b) Kolom ketiga BB
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(c) Baris kedua BB
(d) Kolom pertama AA
(e) Kolom ketiga AB
(f) Baris pertama BA
12.Berdasarkan matrik A dan B dalam soal nomor 10, dan contoh 9:

(a) Ekspresikan masing-masing vektor kolom AA sebagai kombinasi linier

dari vektor kolom A.

(b) Ekspresikan masing-masing vektor kolom BB sebagai kombinasi linier

dari vektor kolom B.

13.Berdasarkan matrik A dan B dalam soal nomor 10, dan contoh 9.
Tentukan ekspresi masing-masing vektor kolom AB sebagai kombinasi

linier dari vektor kolom A.

14.Tentukan matriks A, x dan b sistem persamaan linier berikut sebagai
persamaan matrik tunggal Ax = b, dan tuliskan persamaan matriknya.
le - 3x2 + Sx?, =7

(a) 9X1 —x2 +.X3 = _1
x1+5x2 +4X3 = O

4x1_3X3+X4 = 1

b 5x1+x2_8X4=3

( ) 2x1_5x2+9X3_X4=0

3x2 _x3 + 7X4 =2
15.Tentukan matriks A4, x dan b sistem persamaan linier berikut sebagai

persamaan matrik tunggal Ax = b, dan tuliskan persamaan matriknya.

xl —sz +3X3 = _3

2x1 +x2 = 0
(&) —3x, +4x; =1
X1 +.X3 = 5

3x1 + 3x2 + 3x3 = _3
(b) —X1 — 5x2 - 2x3 = 3
_4x2 + .x3 = 0

16.Ekspresikan persamaan matrik sebagai sistem persamaan linier.

5 6 =7][*1 2
@l 2 5n] <o
0 4 —111x3 3
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(b)

L

17.Ekspresikan persamaan matrik sebagai sistem persamaan linier.

off I
o8

18.Tentukan nilai k yang memenuhi persamaan matriks berikut.

oy 2

19.Tentukan nilai a, b, ¢, d yang memenuhi persamaan matriks berikut:

(b)

=N O

[ e dal=ledae %21

Jawaban 2
1. Hasilnya adalah:
(a) AA =
G G -G 5)
(b) AB =
G DG s &G 25 30

(c) AC tidak dapat dilakukan.

(d) AE =

¢ 96-6
() DA=

(g g) (zlt g) - (132 195)
() CE=
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(1 5)0)-(=)

(g) A+ B = tidak dapat dilakukan.
(h) A+D=
G 9+6 =G o)

2. Vektor kolom B haruslah:

0 a b c\ /0 b
B = (1) sehingga AB = (d e f) (1) = (e)
0 g h i/\0 h

3. Bentuk matriksnya adalah:

(22 2)0-()

4. Hasil ukuran matriksnya adalah:
(a) Tidak terdefinisi.
(b) 4x 2
(c) Tidak terdefinisi.
(d) Tidak terdefinisi.
(e) 5x5
(f) 5x2
(g) Tidak terdefinisi.
(h) 5x2
5. Hasil ukuran matriksnya adalah:
(@ 1x1
(b) Tidak terdefinisi.
(c) 6x1
(d) Tidak terdefinisi.

() 2x3
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(f) Tidak terdefinisi.
(g) 3%x6
(h) Tidak terdefinisi.

6. Ekspresi yang mungkin adalah:

(@ D+E =
1 5 2 6 1 3 7 6 5
(—1 0 1>+<—1 1 2)=(—2 1 3)
3 2 4 4 1 3 7 3 7
b) D—E =
1 5 2 6 1 3 5 4 -1
(—1 0 1)—(—1 1 2)=(0 —1 —1)
3 2 4 4 1 3 1 1 1
(c) 54 =
3 0 15 0
5A=5<—1 2)=(—5 10)
1 1 5 5
(d) —7C =
(1 4 2y_(-7 -28 —14
—7C= 7(3 1 5)‘(—21 —7 —35)

(e) 2B — C = tidak terdefinisi.

(f) 4E —2D =
6 1 3 1 5 2 22 -6 8
4(-1 1 2|-2({-1 0 1|=({-2 4 6
4 1 3 3 2 4 10 0 4
(g) —3(D + 2E) =

-3

1 5 2 6 1 3 13 7 8
-1 0 1)+2|-1 1 2|[=-3|-3 2 5
3 2 4 4 1 3 11 4 10

-39 -21 -24
=< 9 -6 —15>

-33 —-12 =30

() A-4=

0 0
0 0
0 0
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7.

i r(D)=14+0+4=5
G) 4tr(7B) =

28 -7

4tr(7B) = 4tr [( > 1a

(k) tr(A) tidak terdefinisi.
Ekspresi yang mungkin adalah:

(a) 24T + C =

6 —2 2 1 4 2\_(7 2 4
(0 4 2)+(3 1 5)_(3 5 7)
(b) DT —ET =
1 -1 3 6 —1 4 -5 0
(5 0 2)—(1 1 1)=(4 -1
2 1 4 3 2 3 -1 -1
1 5 2 6 1 3\1" /-5 0
<_1 0 1)_(_1 | 2)] =(4 )
3 2 4 4 1 3 -1 -1

() D-E)'=
(d) BT + 5CT tidak terdefinisi.

1 1
(C) ECT—ZA =

BDlO © N Ww

() B—B" =
0 -1
G %)
(g) 2ET —3D7 =
9 1 -1
(—13 2 —4>
0 1 -6

(h) (2ET —3DT) =

)] = 4(28 + 14) = 168

-1

)
1)
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8.

9 -13 0
1 2 1
-1 -4 -6

() (CD)E =

(16855 ég 16892)

(j) C(BA) tidak terdefinisi.

(k) tr(DET) =17 +3 + 26 = 46

() tr(BC) tidak terdefinisi.
Ekspresi yang mungkin adalah:

(a) AB =

12 -3
4 1

(b) BA tidak terdefinisi.

(c) BE)D =
42 108 75
(12 -3 21)
36 78 63
(d) (AB)C =
3 45 9
(11 -11 17)
7 17 13
(€) A(BC) =
3 45 9
(11 -11 17)
7 17 13
M ccr =
21 17
(17 35)
(g) (DA =

(102 _12 181)
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(h) (CTB)AT =

12 6 9
48 -20 14
24 8 16

(i) tr(DDT)=30+2+29 =61
() tr(4ET—D)=23+4+8=35
(k) tr(CTAT +2ET) =154+ 0+ 13 = 28
() tr((ECT)TA) =55+ 44 =99
9. Ekspresi yang mungkin adalah:

(a) 2DT —E)A =

-4 -3 3\/3 0 -6 -3
(11 -1 2)(—1 2)=(36 0 )
0 1 5 1 1 4 7
(b) (4B)C + 2B tidak terdefinisi.

(c) (—AC)T +5DT =

-3 -5 —4 5 -5 15 2 —-10 -11
—122—5+25010)=13 2 5)
-6 -8 -7 10 5 20 4 -3 13
(d) (BAT —20)T =
8 —6
12 -5 3 4 8 4\ _
[(0 4 2) (6 2 10)] _<__14 2)
(e) BT(CCT — ATA) =
4 0\(9 18\ _ (36 72
(—1 2)(18 30)_(27 42)
() DTET —(ED)" =
14 4 12 14 4 12 0 0 0
(36 -2 26>—<36 -2 26>=<0 0 0)
25 7 21 25 7 21 0 00

10.Hasil perkaliannya adalah:

(a) Baris pertama AB

6 -2 4
3 -2 7)<0 1 3>=(67 41 41)
7 7 5
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(b) Baris ketiga AB

6 -2 4
0 4 9)(0 1 3)=(63 67 57)
7 7 5

(c) Kolom pertama BA

6 -2 4\/3
(0 1 3) <6> =(6 6 63)
7 7 5/\0

(d) Baris ketiga AA

3 =2 7
0 4 O)<6 5 4)=(24 56 97)
0 4 9

(e) Kolom ketiga AA

3 =2 7\ /7 76
(e 5 4)(s)- (o)
0 4 9/\9 97

11.Ekspresi yang mungkin adalah:

(a) Kolom pertama AB

3 =2 7\ /6 67

(e 5 4)(c)-(et)

0 4 9/\7 63
(b) Kolom ketiga BB

6 =2 4\ /4 38

(01 3)(3)- (1)

7 7 5/ \5 74
(c) Baris kedua BB

6 -2 4
0 1 3)(0 1 3)=(21 22 18)
7 7 5

(d) Kolom pertama AA

s 3 2)0)- ()

(e) Kolom ketiga AB

3 =2 7\ /4 41
(e 5 4)(s)-(=)
0 4 9/\5 57
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(f) Baris pertama BA

3 =2 7
(6 -2 4)(6 5 4>=(6 -6 70)
0 4 9

12.Ekspresi masing-masing vektor adalah:

(a) Ekspresi masing-masing vektor kolom AA sebagai kombinasi linier

76
98
97

dari vektor kolom A.

3 =2 7\N/3 -2 7 -3 12
AA = (6 5 4) <6 5 4) = <48 29
0 4 9/\0 4 9 24 56
-3 3 -2 7
(48)=3(s)+o('s ) +o(2)
24 0 4 9
12 3 -2 7
(29) = -2(s) +s('s ) +4(4)
56 0 4 9
76 3 -2 7
(s8)=7(s)+4(5 )+ (1)
97 0 4 9

(b) Ekspresi masing-masing vektor kolom BB sebagai kombinasi linier

dari vektor kolom B.

el )6 )
)=e() (1)
)= (3)C)
D)= +(1) 0

13.Ekspresi masing-masing vektor adalah:

67 41 41
AB=<64 21 59>

63 67 57

64 14
21 22

77 28

38
18
74

)
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Ekspresi masing-masing vektor kolom AB sebagai kombinasi linier dari

vektor kolom A.

(2)=(0)(z) (2
(&)= () ()
(2)=+()(z) ()

14.Persamaan matriksnya adalah:

(a) Ax=b
2 -3 5 X1 7
A:(g o 1), () b:(_l)
1 5 4 X3 0
2 =3 5\ /%1 7
1 5 4/\Xx3 0

(b) Ax=Db
4 0 -3 1 Xy 1
_[5 1 0 -8 _ | x2 _[3
A=12 5 9 1] X x ) P=lo
0 3 -1 7 X4 2
4 0 -3 1 X1 1
5 1 0 -8\|[x|_{(3
2 =5 9 -—1]\|%s3 0
0 3 -1 7 X4 2
15.Persamaan matriksnya adalah:
(@ Ax=Db
N T
= =X =
4 0—34'x<x2>'b 1
3
1 0 1 5
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1 -2 3\ .. /-3
2 1 0|0
0 -3 4[\} 1
1 0 1 5
(b) Ax=b

3 3 3 X1 -3
-1 -5 =2]){*2|=|{ 3
0 -4 1 X3 0

16.Sistem liniernya adalah:

le +6x2 - 7X3 =2
(a) —X1 — 2x2 + 3X3 =0
4'x2 — X3 = 3

X1 +x2 +X3 =2
(b) le+3xZ:2
le - 3x2 - 6X3 =-9

17.Sistem liniernya adalah:

3%y —xy +27x3 =2
(a) 4x;+3x;+7x3=—1
—2x1 +x, +5x3 =4
3w—2x+z=0
Sw+2y—-2z=0
) 3y x4ay+72=0
—2w+5x+y+6z=0

18.Perhitungan nilai k:

1 1 01][k
[k 1 1][1 0 2]1]=

0 2 -=-3111
.
[k+1 k+2 -1]]1|=0
11

(k+Dk+k+2-1=0

kK?+2k+1=0
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k+1Dk+1)=0

k=-1

19.Dari soal diketahui:

a=4 ..(1

d+2c=-1 ..(3)

a+b=-2 ..(4)

Dari (1) dan (4) diperoleh b = —6.

Dari (2) dan (3) diperoleh d =1 dan ¢ = -1

Makaa=4 b=-6, c=-1,d=1.

Rangkuman 2

1.

Matriks adalah susunan angka/bilangan dalam bentuk persegi panjang.

Bilangan/angka dalam susunan tersebut disebut entri.

Dua matriks didefinisikan sama jika mereka memiliki ukuran yang sama

dan entri yang sesuai adalah sama.

Jika A dan B adalah matriks dengan ukuran yang sama, maka
penjumlahan A+B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan
entri B ke entri A yang sesuai, dan pengurangan A-B adalah matriks yang
diperoleh dengan mengurangi entri B dari entri A yang sesuai. Matriks

dengan ukuran berbeda tidak dapat ditambahkan atau dikurangi.

Jika A adalah matriks dan c adalah skalar apa pun, maka produk cA
adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan setiap entri dari

matriks A oleh c. Matriks cA dikatakan sebagai kelipatan skalar A.

Jika A adalah matriks mxr dan B adalah matriks rxn, maka produk AB
adalah matriks mxn yang entri ditentukan sebagai berikut: Untuk
menemukan entri dalam baris i dan kolom j dari AB, pilih satu baris i

dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Gandakan entri yang sesuai
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dari baris dan kolom bersama-sama, dan kemudian tambahkan produk

yang dihasilkan.

Jika A4, A, ...., A adalah matriks dengan ukuran sama, dan jika cq,cy, ..., C;

adalah skalar, maka ekspresi dari bentuk:

C1A1 + A + -+ C A,
Disebut kombinasi linier dari A, A,, ..., A dengan koefisien c,,c, ..., Cp.
Jika A adalah matriks mxn, dan jika x adalah vektor kolom nx1, maka

produk Ax dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari vektor kolom

A di mana koefisien adalah entri dari x.

Jika A adalah matriks m X n, maka transpose dari A, dilambangkan
dengan AT, didefinisikan sebagai matriks yang dihasilkan dengan
mempertukarkan baris dan kolom A; yaitu, kolom pertama AT adalah

baris pertama A, kolom kedua AT adalah baris kedua A, dan seterusnya.

Tes Formatif 2

1.

Perhatikan matrik-matrik berikut:

1 5 2 6 1 3
D=|-1 0 1|, E=]-1 1 2
3 2 4 4 1 3

Maka nilai dari tr(D — 3E) adalah ...
A. -25
. 168

B
C. Tidak terdefinisi
D

. -5
E. 122
Misalkan:
3 =2 7 6 -2 4
A=16 5 4danB=[0 1 3]
0 4 9 7 7 5

Maka metode baris atau metode kolom yang tepat untuk menentukan

kolom kedua AB adalah ...
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6 -2 4\/3
(0 1 3) <6> =(6 6 63)
7 7 5/\0

B.
3 =2 7\/-2 41
(6 ; 4)<1)=<21)
0 4 9 7 67
C.
3 =2 7\ /6 67
(6 : 4> <o>=<64)
0 4 9/\7 63
D.
6 -2 4
(3 -2 7)<0 1 3>=(67 41 41)
7 7 5
E.
6 -2 4
(0 4 9)(0 1 3)=(63 67 57)
7 7 5
. Misalkan:
3 =2 7 6 -2 4
A=16 5 4]danB=[O 1 3

0 4 9 7 7 5

Maka ekspresi salah satu vektor kolom BA sebagai kombinasi linier dari

vektor kolom B yang tepat adalah ...

(&)= () )
(&)=(0)(3) ()

A.
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@6
B0

(&)= () )

4. Nilai k yang memenuhi persamaan matriks berikut adalah ...

1 2 0
2 2 [2 0 3] [
0 3 1

=0

k=4 atau k = -5

k=—-—4atau k = -5

k=-2atau k=10

k=-2atau k =-10

@ o o w »

k=2atau k=-10
S. Nilai a, b, ¢, d yang memenuhi persamaan matriks berikut adalah ...

3ad_+bc 2bd+—ac] - [E; é]

A. a=-45 b=-35 ¢c=-08,d=-26
a=-45 b=-35 ¢c=-08,d=26
a=45 b=-35 ¢=08 d=-—

=—-45 b=35 ¢c=-08 d=26

@ o 0o "

a=45 b=-35 c=-08 d=26
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Jawaban Tes Formatif 2

1. A
tr(D —3E) =
18 3 9
tﬂD}—WBE)zS—Hl(% 3 6>L:5—U8+3+9)=—25
12 3 9
2. B
67 41 41
AB = (64 21 59)
63 67 57
3 =2 7\ /-2 41
0 4 9/\7 67
3. C
6 —6 70
BA=|6 17 31
63 41 122

Ekspresi masing-masing vektor kolom BA sebagai kombinasi linier dari

vektor kolom B.

(2)=2(9)(3) )
w0 () )

|
(B0
-

[6 4+3k 6+k] 2]=0
| k

2 2 k][

SN P
W oN
_w o

124+8+6k+6k+k*=0

k?4+12k+20=0
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(k+2)(k+10)=0
k=-2atau k =-10
5. E
Dari soal diketahui:
a—-b=8 .1
a+b=1 ..(2)
3d+c=7 ..(3)
2d—c=6 ..(4)
Dari (1) dan (2) diperoleh a = 4,5 dan b = —3,5.
Dari (3) dan (4) diperoleh d = 2,6 dan ¢ = —0,8
Maka a =4,5 b =-35, ¢ =-08, d =26.

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 2.

Tingkat P _Jumlah Jawaban yang Benar x 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:

90 — 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda harus

mengulangi Modul 2, terutama bagian yang belum dikuasai.
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QR Code Video Pembelajaran

QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 3

PERSAMAAN PARAMETRIK, SIKLOID DAN
TURUNAN VEKTOR

Metode Estimasi Capaian Pembelajaran
Pembelajaran Waktu

Pembelajaran 150 menit Mahasiswa mampu menyelesaikan masalah

Kooperatif menggunakan konsep persamaan parametrik
Problem based kurva.
Learning

Materi 3
Persamaan parametrik umum

Di bagian unit ini kita akan melihat kurva parametrik. Ini hanyalah gagasan
bahwa sebuah titik yang bergerak di ruang menelusuri jalur dari waktu ke
waktu. Dengan demikian ada empat variabel yang perlu diperhatikan, posisi
titik (x, y, z) dan variabel bebas t, yang bisa kita anggap sebagai waktu. (Jika
titik bergerak dalam bidang hanya ada tiga variabel, posisi titik (x,y) dan

waktu t.)
Karena posisi titik tergantung t kita tuliskan:

x=x(t),y =y(t)z=z(t)

untuk menunjukkan bahwa x,y dan z adalah fungsi dari t. Kita sebut ¢

parameter dan persamaan untuk x,y dan z disebut persamaan parametrik

[S].

Dalam contoh fisika, parameter sering kali mewakili waktu. Kita akan
melihat kasus lain di mana parameter memiliki interpretasi yang berbeda,

atau bahkan tidak ada interpretasi.
Persamaan parametrik garis

Nanti, kita akan melihat persamaan parametrik garis pada kurva umum.

Saat ini, kita melihat titik bergerak pada satu garis. Data dasar yang kita
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butuhkan untuk menentukan garis adalah titik pada garis dan vektor yang

sejajar dengan garis. Artinya, kita membutuhkan titik dan arah.

P={x 2

Py = titik —

v = arah

Gambar 3. 1. Titik dan Arah Vektor
Contoh 1:

Tuliskan persamaan parametrik untuk garis melalui titik Py = (1,2,3) dan

sejajar dengan vektor v = (1,3,5).
Jawab:
Jika P = (x,y,z) berada di garis maka vektor P,P = (x — 1,y — 2,z — 3) sejajar

dengan (1,3,5). Yaitu, P(TP adalah kelipatan skalar dari (1,3,5). Kita

menyebutnya skala t dan ditulis:

(x,y,z)y =(x—1,y —2,z—3) = t(1,3,5)
ox—1=t, y—2 =3t z—3 =5t
ox=t+1, y=3t+2 z=5t+3

Contoh 2:

Dalam contoh 1, jika vektor arah adalah (2,6,10) = 2v, Apa yang dapat kita

simpulkan?
Jawab:

Kita akan mendapatkan garis yang sama dengan parameterisasi yang
berbeda. Artinya, lintasan titik akan bergerak mengikuti jalur yang sama
dengan lintasan pada contoh 1, tetapi akan tiba di setiap titik pada garis di

waktu yang berbeda.
Contoh 3:

Tentukan persamaan parametrik pada garis yang melalui Py = (xq, Yo, Zo)

searah (yaitu, sejajar) v = (v, v,, v3).

Jawab:
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Persamaan parametrik pada garis yang melalui P, dan searah v adalah:
(x,y,z) = (xo + tvy,yo + tvy, zo + tvs)
S X =X+ tvg, Y=Yy ttvy,, z=2zy+1tv;
Contoh 4:

Tentukan persamaan parametrik pada garis yang melalui titik Py = (1,2,3)

dan P; = (2,5,8).
Jawab:

Kita menggunakan data yang diberikan untuk menemukan data dasar

(vektor titik dan arah) untuk garis.

Kita diberi satu titik Py, = (1,2,3) dan vektor arah v = P4P; = (1,3,5). Sehingga
kita peroleh:

(x,y,2) = OP; + tv = (1 + t,2 + 3t,3 + 5¢)
ox=1+t¢t, y =2+ 3t, z=3+45t
Perpotongan Garis dan Bidang

Terkadang, kita ingin mengetahui titik perpotongan antara suatu bidang
dengan garis dalam bentuk parametrik. Untuk memahaminya, perhatikan

contoh berikut.

Contoh 5:

Perhatikan bidang P:2x + y — 4z = 4.

a) Tentukan semua titik perpotongan bidang P dengan garis:
x=t y=2+3t z=t

b) Tentukan semua titik perpotongan bidang P dengan garis:

x=1+4+t y=4+12t z=t

c) Tentukan semua titik perpotongan bidang P dengan garis:
x=t y=4+2t z=t

Jawab:

a) Untuk menentukan perpotongan, kita substitusi formula x,y,z ke dalam

persamaan pada P dan selesaikan t.
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b)

2+ 2+3t)-4(t)=4=t=2

Kemudian substitusi nilai t = 2 untuk menentukan titik perpotongan,

diperoleh:
(x,y,2) = (2,82)
Substitusi:
20+t)+ A +2t)—4t) =4 > 6=4

Tentu pernyataan tersebut salah, sehingga tidak ada nilai t yang

memenuhi persamaan. Dengan demikian, tidak terdapat titik potongnya.

Substitusi:
2+ (A +2t)—4(t)=4=4=4

Tentu saja pernyataan tersebut benar, namun hal ini mengindikasikan
bahwa semua nilai ¢ memenuhi persamaan. Dengan demikian, titik

potongnya adalah semua titik pada garis berpotongan pada bidang.

Sketsa untuk ketiga permasalahan di atas.

/\ VA R i e

Persamaan Parametrik Kurva

Kita telah melihat persamaan parametrik untuk garis. Sekarang kita akan

melihat persamaan parametrik dari lintasan yang lebih umum. Mengulangi

apa yang telah dikatakan sebelumnya, persamaan paramterik kurva

hanyalah gagasan bahwa sebuah titik yang bergerak dalam ruang

menelusuri sebuah jalur.

Kita bisa menggunakan parameter untuk mendeskripsikan gerakan ini.

Cukup sering kita akan menggunakan t sebagai parameter dan anggap saja

sebagai waktu. Karena posisi titik tergantung t kita tulis:
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x=x@®), y=y@®, z=z@)

untuk menunjukkan bahwa x,y dan z adalah fungsi dari t. Kita menyebut ¢
sebagai parameter dan persamaan untuk x,y dan z disebut persamaan

parametrik.

Tidak selalu perlu untuk menganggap parameter sebagai waktu yang
mewakili. Kita akan melihat kasus-kasus di mana akan lebih mudah untuk

menyatakan posisi sebagai fungsi dari beberapa variabel lain.
Vektor posisi

Untuk menggunakan teknik vektor, kita mendefinisikan vektor posisi

sebagai:

r(t) = x(Oi +y(©)j + z(Ok = (x(t), y (), 2(1))

Ini hanyalah vektor dari titik pusat sepanjang pergerakan titik. Saat titik

bergerak demikian pula vektor posisinya (lihat gambar dengan contoh 6).
Contoh 6:

Sebuah tank menembakkan roket dari titik asalnya. Kecepatan x awal adalah

Vg xdan kecepatan y awal adalah v,,. Tentukan persamaan vektor posisinya.
Jawab:

Anda mungkin pernah melihat ini, tetapi bagaimanapun, ilmu fisika

memberi tahu kita bahwa persamaan parametrik untuk lintasan parabola

adalah:

1
x(8) =voxt,  y(O) = —5gt% + vyt

)

= (ﬂ:;'{.l']'

\ r(t) = OB = (z,y) = zi + yj

e g
==

o

Gambar 3. 2. Pergerakan Titik dan Vektor Posisi
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Pada waktu t roketnya ada di titik P = (x(t),y(t)). Vektor posisi dapat ditulis

dengan banyak cara yang berbeda, yaitu:
r(t) = OF = x(i + y(0)j = (x,)

Selanjutnya kita akan melihat serangkaian contoh kurva dalam bentuk
parametrik. Yang terpenting adalah lingkaran dan garis. Yang terakhir
adalah sikloid. Ini adalah contoh penting yang menggabungkan garis dan

lingkaran.
Lingkaran dan elips
Perhatikan persamaan parametrik kurva di bidang yaitu:
x(t) = acost, y(t) = asint
Dengan mudah kita mendapatkan hubungannya yaitu:
x2+y? =a?cos?t + a®sin?t = a?

Karena itu lintasannya terus berjalan pada lingkaran dengan jari-jari a
berpusat pada 0. Kita menyebut x(t) = acost, y(t) = asint sebagai bentuk

parametrik dari kurva dan x? + y? = a? sebagai bentuk simetris.
Perhatikan, parameterisasi yang berbeda, misalnya:
x(t) = acos(3t), y(t) = asin(3t)

menghasilkan lintasan yang sama, yaitu lingkaran x2 + y? = a?, tetapi dua
lintasan tersebut berbeda dalam hal seberapa cepat mereka bergerak

mengelilingi lingkaran.
Lingkaran dengan mudah diubah menjadi elips oleh:
bentuk parametrik:

x(t) = acost, y(t) = bsint

bentuk simetris:

x2 yZ
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O
=l

Gambar 3. 3. Vektor Posisi pada Elips
Garis

Kita meninjau persamaan parametrik garis dengan menulis persamaan garis
umum di bidang. Kita tahu kita dapat membuat parameter garis melalui

(x0,¥0) sejajar dengan (bq, b,) oleh:
x(t) = xg + thy, y(t) = yo + tb,
e r(t) = (x,¥) = (xo + thy, Yo + thy) = (x,¥o) + t{by1, b;)
Sikloid
Cycloid memiliki sejarah panjang dan secara mengejutkan sering muncul
dalam masalah fisika. Bagi kita ini adalah kurva yang tidak memiliki bentuk

simetris sederhana, jadi kita hanya akan mengerjakannya dalam bentuk

parametriknya.

Sikloid adalah lintasan dari suatu titik pada suatu lingkaran yang bergulung
tanpa tergelincir sepanjang sumbu x. Untuk lebih spesifik, kita akan

mengikuti titik P yang dimulai dari asalnya atau titik pusatnya.

||'.|l

I?

Gambar 3. 4. Lintasan Sikloid
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Parameter alami yang digunakan adalah sudut 6 bahwa roda telah berputar.
Kita akan menggunakan metode vektor untuk menemukan vektor posisi P

sebagai fungsi dari 6.

Strategi kita adalah memecah gerakan menjadi translasi dari pusat dan
rotasi di sekitar pusat atau titikasal. Gambar berikut menunjukkan roda

setelah diputar sepanjang sudut 6. Kita melihat vektor posisi:

O = {afl,a)

a 4 aensd
J!‘J
it sin #
O af i

Gambar 3. 5. Vektor Posisi pada Sikloid
Gambar 3.5 menunjukkan hubungan vektor posisi pada sikloid, yaitu:
OP = OC + CP

Kita akan menghitung setiap bagian secara terpisah. Setelah berputar 6
radian roda telah bergulir jauh af, jadi pusat lingkaran berada di (a#6,a),

yaitu,
oC = (ab, a)
Gambar tersebut juga menunjukkan bahwa:
CP = (—asin@,—acosb)

Menyatukan potongan-potongan itu kita mendapatkan persamaan

parametrik untuk sikloid yaitu:
OP = (a@ —asinf,a — acosb)
< x(0) =ab —asind, y(@) =a—acosb
Contoh 7:

Tentukan bentuk simetris untuk x = 3cos?t, y = 3sin?t.
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Jawab:

Dengan mudah kita mendapatkan: x+y =3, dengan x,y non-negatif.
Bentuk simetris memperlihatkan sebuah garis, tetapi lintasan parametrik
hanya menelusuri sebagian dari garis tersebut. Nyatanya, ini bolak-balik di

atas bagian garis di kuadran pertama.
Contoh 8:
Gambarkan kurva r(t) = costi+ sintj+ at k.

Jawab:

W

/

£

Gambar 3. 6. Heliks

Kurva r(t) = costi+ sintj+ at k adalah heliks yang berkelok-kelok di sekitar

sumbu z.

Jika z antara O sampai 5, dan a = 1 maka perintah dalam Octave adalah:
>> z=[0:0.05:5];

>> plot3(cos(2*pi*z), sin(2*pi*z), z);

>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");
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Grafiknya adalah:

Gambar 3. 7. Helix pada Octave
Cusp pada Sikloid

Sebelumnya, kita sudah mendapatkan gambaran terkait sikloid yaitu
lintasan dari suatu titik pada suatu lingkaran yang bergulung tanpa
tergelincir sepanjang sumbu x. Untuk lebih spesifik, kita akan mengikuti

titik P yang dimulai dari asalnya atau titik pusatnya.

Parameter alami yang digunakan adalah sudut § bahwa roda telah berputar.
Kita akan menggunakan metode vektor untuk menemukan vektor posisi P

sebagai fungsi dari 6.

Strategi kita adalah memecah gerakan menjadi translasi dari pusat dan
rotasi di sekitar pusat. Gambar berikut menunjukkan roda setelah diputar

sepanjang sudut 8. Kita melihat vektor posisi pada Gmabr 3.5 di mana:
OP = OC + CP
Kita akan menghitung setiap bagian secara terpisah.

Setelah berputar 6 radian roda telah bergulir jauh a6, jadi pusat lingkaran
berada di (a6, a), yaitu,

82



PERSAMAAN PARAMETRIK, SIKLOID DAN TURUNAN VEKTOR

0oC = (ab, a)
Gambar tersebut juga menunjukkan bahwa:
CP = (—asin@,—acosb)

Menyatukan potongan-potongan itu kita mendapatkan persamaan

parametrik untuk sikloid yaitu:
OP = (a@ —asinf,a — acosb)
< x(0) =ab —asind, y(@) =a—acosb

Kali ini, kita akan tinjau kembali sikloid di mana grafik sikloid memiliki titik
di mana grafik tersebut menyentuh sumbu x. Poin-poin ini biasanya disebut

cusp (katup).

Apa yang Anda lihat pada Gambar 3.4 di atas adalah lintasan titik P dari
perputaran roda sepanjang sumbu x yang disebut sikloid di mana cusp

adalah titik P saat menyentuh sumbu x.

Kita perhatikan titik P(x,y) bergerak mengikuti sudut putar roda sebesar 6,
artinya kita punya dua fungsi 8 yaitu x(6) dan y(6). Dengan menggunakan
koordinat polar dan panjang busur 6 kita peroleh persamaan paramterik

sikloid, yaitu:
x(0) =716 —rsinf dan y(0) =r —rcosé
x(0) =r(0 —sinf) dan y(0) = r(1 —cos0)

Jika jari-jari roda r = 1, maka diperoleh persamaan parametrik sikloidnya

yaitu:
x(8) = (0 —sinf) dan y(0) = (1 — cos9)

Untuk mengecek kebenaran persamaan tersebut, kita uji misalnya 6 =0,

maka:
x(0)=0—-sin0=0dan y(0) =1—cos0 =0
Jelas hasil tersebut menunjukkan roda dalam posisi awal pada titik P(0,0).

Jika 6 = gmaka kita peroleh P(g -1,1).
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Turunan Vektor

Jika kita ambil derivatif/turunan dari x(6) = (6 —sin8) dan y(6) = (1 — cos8)
terhadap 6 kita peroleh:

dx_ 6 dan = = sing
dQ_ COoS an de—Sln

Dari sini kita peroleh kemiringan/gradien/slope dari kurva, yaitu:

dy  sinf
dx 1—cos6

Tentu saja, jika 6 — 0 didapati bentuk tak tentu %. Namun jika kita gunakan
aturan L’'Hospital diperoleh:

sin 8 . cosf@
im——— = lim—
601 —cosfO 6-0sinf

Untuk cos § mendekati 1 dan sin mendekati O, tentu saja limit tidak eksis.

Namun, jika kita perhatikan lebih teliti lagi jika 6 — 07 kita dapati limit
mendekati —co dan jika § — 0* limit mendekati +o0. Hal ini menunjukkan
bahwa cusp tegak lurus dengan kemiringan kurva —oo dari sebelah kiri dan

+o0o dari sebelah kanan, seperti terlihat pada gambar berikut.

Pt
o

negative slope — — positive slope

S T
ol

slope = 400

Gambar 3. 8. Cusp Tegak Lurus

Nanti, ketika kita belajar tentang kecepatan kita akan melihat situasi itu,
pada:

dx dy

aw=-% a5 ?

6=0,

Kecepatan dan Percepatan

Sekarang kita akan melihat salah satu keuntungan menggunakan vektor
posisi. Mari kita asumsikan kita memiliki titikyang bergerak dengan vektor

posisi:
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r(t) = x(O)i+ y(0)j
(Kita berasumsi bahwa titik bergerak di bidang. Titik yang bergerak di ruang
tiga dimensi prinsipnya sama/serupa.)
Kecepatan

Dalam waktu singkat At posisinya berubah oleh Ar. Kecepatan rata-rata pada
waktu ini secara sederhana dapat dituliskan:

Ar

At
yaitu perpindahan / waktu.

Gambar 3.9 berikut menunjukkan Ar = Axi 4+ Ayj. Dengan membagi kedua

ruas dengan At kita mendapatkan kecepatan rata-rata sebagai:

Ar  Ax_ Ay,
ac - ac tad)
—
Ar .
Ayj
Azi 7

Gambar 3. 9. Vektor Perubahan r

Sekarang, seperti yang biasa kita lakukan dalam kalkulus, kita misalkan At
— 0. Kecepatan rata-rata menjadi kecepatan (instantaneous) dan rasio dalam
rumus di atas menjadi turunan. Untuk kelengkapan kita tulis vektor

kecepatan dalam beberapa bentuk yang berbeda, yaitu:

dr_dx_+dy__ iy = ()
dt _de' Ta) THITYI=WLYy

Vektor Tangen/Garis Singgung

Pada gambar di atas, kita melihatnya sebagai At yang menyusut menjadi O
dan vektor i—; menjadi bersinggungan dengan kurva. Ketika parameternya

adalah waktu, maka kita rujuk r'(t) sebagai kecepatan. Secara umum, kita
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akan menyalahgunakan bahasa dan mengacu pada turunan posisi
sehubungan dengan sebarang parameter sebagai kecepatan. Jika kita
berpikir secara geometris atau ingin lebih presisi, kita akan memanggil

turunannya dengan nama geometrisnya yaitu vektor tangen.

Seperti biasa, kita dianjurkan untuk mengingat tampilan geometris dari
vektor kecepatan. Mengetahui bahwa itu tangen pada kurva (bersinggungan
dengan kurva) akan menjadi penting saat kita mengembangkan subjek dan

memecahkan masalah.
Percepatan

Tidak ada alasan untuk berhenti mengambil derivatif/turunan setelah
turunan pertama. Karena percepatan adalah perubahan kecepatan per

satuan waktu, kita dapatkan:

2

2L = x(tyity(0)j = (")

(t)_dv_
A= T dr

Contoh 9:

Sebuah roket mengikuti lintasan sebagai berikut:
_ . L . 9 ., .
r(t) = x()i+y(t)j = voti+ (_Et + Voyt)j

Tentukan vektor kecepatan dan percepatannya.

Jawab:
r
kecepatan = v(t) = T Vol + (=gt + vgy)j
av )
percepatan = a(t) = w9
Contoh 10:

Tentukan vektor kecepatan dan percepatan dari sikloid.
x=6—sinf, y=1—cosf
Jawab:

Seperti catatan yang sebelumnya, diperoleh:

d
kecepatan = v(8) = d_; =(x'(0),y'(8)) = (1 — cos8,sinh)
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dv
percepatan = a(f) = i (sin@, cos 6)
Contoh 11:

Dalam sikloid di atas, misalkan roda berputar dengan kecepatan 3 putaran
per detik. Tulis persamaan parametrik dalam variabel waktu, dan hitung

kecepatannya.
Jawab:

Karena 3 putaran / detik = 6w radian / detik, kita peroleh 6 = 6rt. Karena
itu,
x(t) = ént —sin(6mt), y(t) =1 — cos(6mt)
v(t) = (6w — 61 cos(6mt), 61 sin(6mt))
Aturan Dot Product untuk Turunan Vektor

Contoh 12:

Jika ry(t) dan r,(t) adalah dua persamaan parametrik kurva, tunjukkan
bahwa aturan perkalian untuk turunannya terpenuhi menggunakan

perkalian titik.
Jawab:

Jawaban ini akan mengikuti aturan perkalian seperti halnya dalam kalkulus
satu variabel. Misalkan kita asumsikan kurva berada di suatu bidang (2
dimensi). Pembuktiannya akan sama dengan kurva di ruang (3 dimensi),

yaitu akan dibuktikan bahwa:

d(ry - 1ryp) '
—_— = +r -r'
dt 1 2 1 2

Misal r; = (x1,y,) dan r, = (x,,y,) maka diperoleh:
r T = XX+ Y1)2
Kemudian kita ambil turunannya menggunakan aturan perkalian, diperoleh:

d(ry - 13) _ d(x1%2 +Y1Y2)

dt dt
dry-r) . )
—ar | a*a +x1x +y1Y2 +Y1)2
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d(r . rz) , y ' !
ii—t = (x1x3 + y1y2) + (X125 + y1¥3)
d(r - T ) ;. ’ 1
# = (xl,y]_) : <x2)y2> + <x1!y1> ' (xz’y2>
d(ry-r
M:r’.rzq-rl-rz' |

dt

Aturan Cross Product untuk Turunan Vektor
Contoh 13:

Jika ry(t) dan r,(t) adalah dua persamaan parametrik kurva, tunjukkan
bahwa aturan perkalian untuk turunannya terpenuhi menggunakan

perkalian silang.
Jawab:
Seperti dalam dot product, kita ingin menunjukkan bahwa:

d(ry X 1)

! !
=r Xr,+r Xr
dt 1 2 1 2

Misalkan r; = (x1,y1,2;) dan r, = (x,,y,, z,) maka:

i i Kk
XTI, =X Y1 Zi| = (V122 — Z1Y2, Z1Xp — X123, X172 — Y1X2)
X2 Y2 Zp

Turunkan hasil cross product di atas, sehingga diperoleh:

d(r; Xry)

—a (X1, Y1, 21) X (X2, ¥2,22) + (X1, Y1, 21) X {X2,¥2,Z3)
d(r{ Xr

¥=r’1xr2+rlxr’2 [ |

Kecepatan, Kelajuan dan Panjang Busur

Kecepatan adalah besaran vektor yang memiliki besaran dan arah di mana
arahnya adalah tangen (bersinggungan dengan) kurva sepanjang r(t).

Sementara besaran dari kecepatan adalah kelajuan.
Kelajuan adalah besaran skalar yaitu:

dx|

kelajuan = |v| = I
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Kelajuan berada dalam satuan jarak per satuan waktu. Ini mencerminkan

seberapa cepat titik bergerak.
Contoh 14:

Sebuah titik melewati satu kali lingkaran dengan radius 1 unit dalam 3 detik.

Berapa kecepatan rata-rata dan kelajuan rata-rata.
Jawab:

Jarak yang ditempuh titik sama dengan keliling lingkaran yaitu 2mn.
Perpindahan bersihnya adalah 0, karena perpindahannya berakhir di mana
titik itu mulai bergerak. Jadi, kelajuan rata-rata = jarak / waktu = 2ri/3 dan

kecepatan rata-ratanya = perpindahan /
waktu = 0.

Jika Anda perhatikan dengan cermat, kita menggunakan huruf tebal 0

karena kecepatan adalah vektor.

Simbol yang biasa kita gunakan untuk jarak tempuh adalah s. Untuk titik
yang bergerak di sepanjang kurva, jarak yang ditempuh adalah panjang

kurva. Karena ini kita juga merujuk s sebagai panjang busur.
Ringkasan notasi dan nomenklatur:

Karena kita akan menggunakan berbagai macam notasi, kita akan
mengumpulkannya di sini. Vektor tangen satuan akan dijelaskan di bawah
ini. Seperti yang Anda harapkan, kita juga dapat melihat semuanya dari

perspektif geometris.

r(t) = posisi.

Di bidang: r(t) =x(@®)i+ y®)j=(xy)

Di ruang: r(t) =x@®)i+y@®)j+z@t)k ={(x,y,z).

dr
pri v(t) = kecepatan = vektor tangen.

Di bidang: v=x'O)i+y @®)j=(x",y")

Di ruang: v=x'Di+y' ®)j+z' (Ok=(x"y' 2

\%
T = -— = vektor tangen satuan

vl
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S = panjang busur

ds
kelajuan = — = |v|

dt
ds
Di bidang: =V x)%+ ()2
ds
Di ruang: Frie V&2 + ()2 + (2')?
_ds T T- v
V=2 T dsjde
) = dv _d’r _ .
a(t) = — = -3 = percepatan

Di bidang: a(t) =x ®i+y (£)j=(x',y")
Di ruang: a)=x i+y ®j+z k= (",y,z")
Vektor Tangen Satuan

Sesuai dengan namanya, vektor tangen satuan adalah vektor satuan dalam
arah yang sama dengan vektor tangen. Kita biasanya menotasikannya
dengan T. Kita menghitungnya dengan membagi vektor tangen dengan

panjangnya. Berikut ini beberapa cara untuk menuliskannya.

v dr/dt v

lv|  ds/dt ds/dt

Mengalikan T dengan ds/dt memberikan rumus:

V= ﬁ T
dt
yang menyatakan kecepatan sebagai magnitute/besaran, ds/dt dan arah T.
Pertimbangan Geometris
Di sini kita akan menawarkan pembenaran matematis untuk pernyataan

kita bahwa:

Kelai _ds
ea]uan—dt— [v]|

Kita akan bekerja dalam dua dimensi. Perluasan ke 3D mirip/serupa.
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Gambar di bawah ini menunjukkan kurva, dan perpindahan kecil Ar.
Panjang sepanjang kurva dari awal sampai akhir dari perpindahan tersebut

adalah As.

Gambar 3. 10. Vektor Perubahan s

Perhatikan pada gambar di atas:

A Ar| _ (AX)2 4 (Ay)z
S ¥ ael T Y\ At

Untuk limit dengan At — 0 diperoleh:

ds dr| _ (cix)2 N (d}/)z
dt  ldtl — \dt dt

Contoh 15:
Sebuah roket mengikuti lintasan sebagai berikut:
r(t) = x(t)i + y(t)j = 10ti + (=5t + 10t)j

Tentukan kelajuan roket dan panjang busur yang dilaluinya dari t =0

sampai t = 1.

Jawab:
dr

kelajuan = v(t) = i 10i + (—10t + 10)j

d

S
= == =102 + (=10t + 10)? = 101 + (1 - t)?

1dS 1
Panjang busur L = j —dt = 10_[ 1+ —-t)?dt
o at 0

Misalkanu=1-t

Sdu=—-dt, t=0>u=1, t=1=>u=0
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1
>L= 10f Vv1+u?du
0
Perhatikan karena panjang busur bernilai positif, kita bisa abaikan tanda
().
Bentuk v1+ u? mengingatkan kita pada kalkulus dasar dengan segitiga

khusus yaitu:

x=atanf

Mak kita bisa lakukan substitusi u = tan 8 di mana a = 1 sehingga:

du = sec? 0 db

J14u?=1/1+tan?6 = /1+ (sec26 — 1) = sech
T
u=0=>0=tanf >0 =0; u=1=>1=tan0=>0=z

/4 /4

secOsec?0 do = 10] sec3 6 do
0

1
=>L=10f \/1+u2du=10f
0 0

Kita ingat kembali:

fsecxdx =In|secx +tanx |+ C

jseczxdx =tanx +C

judv=uv—-fvdu

/4
sec30 do = 10] secOsec? 0 db
0

/4
=>L=10j
0

Dimana:

u=secl = du=secOtanf db
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dvzsecZHdH:vzfseczedeztane

/4

=L=10 [sect9tan9]”/4 f tanf secHtan O do
0

/4

= L = 10|[sec@ tan 9]”/4 f tan? 0 secd do
0

/4

= L =10 |[secf tan 9]’5/4 — f (sec?6 — 1)sech db

/4

= L = 10 |[sec6 tan 6]7/* — f (sec® 6 —sech) do

/4

s
4

= L = 10|[sec6 tan 0]7/* — fsec 9d9+f secd df
0

/4

T

4
:L=1Ose09tan9—10fsec39d9+10f secO db

0 0

Karena 10 -[ sec3 0dO = L, maka:

T
4
=L=10 [sethan9ﬂ/4—L+10fsec9d9
0
Vi
4
=>2L—10[sec9tan¢9”/4 OfseCHdH
0

T
4

=>L= 5[sec9tan9]g/4+5jsec9d9
0

= L = 5[secftanf + In (sec + tan 9)]7T/4

=L =5V2+In(2+1)]
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Cara lain untuk menentukan L yaitu:

/4
:>L=10f sec3 0 do
0

Menggunakan rumus reduksi:

sec™?xtanx n—2 ~
fsecnxdx = fsec“ 2 x dx
n—1 n—1
L= 10 sec3_219tamt971/4'4_3—2“/4 3-2 9 49
= = — [
3-1 |, "3-1) *F
0
/4
sec § tan 7%
=L =10 [—] +—f sec6df
2 1, "2

0

T

4
=>L= 5[sec9tan9]g/4+5fsec9d9
0

_ /4
= L = 5[secf tan @ + In (secH + tan 0)];

=L =5[V2+In(2+1)]
Hukum Kepler

Dengan mempelajari data astronom Denmark Tycho Brahe tentang
pergerakan planet, Kepler merumuskan tiga hukum empiris; dua di

antaranya dapat dinyatakan sebagai berikut:

Hukum Kedua Sebuah planet bergerak dalam sebuah bidang, dan vektor
radius (dari matahari ke planet) menyapu area yang sama dalam waktu yang

sama.

Hukum Pertama Orbit planet pada bidang itu berbentuk elips, dengan

matahari sebagai salah satu fokusnya.

Dari hukum-hukum ini, Newton menyimpulkan bahwa gaya yang menjaga
planet-planet dalam orbitnya memiliki magnitudo 1/d?, dimana d adalah
jarak planet ke matahari; terlebih lagi, planet itu diarahkan ke matahari,

atau seperti yang dikatakan, pusat, ketika matahari ditempatkan di asalnya.
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Menggunakan sedikit analisis vektor (tanpa koordinat), bagian ini ditujukan

untuk menunjukkannya Hukum Kedua ekuivalen dengan gaya yang menjadi

pusat.

Sulit untuk menunjukkan bahwa orbit elips menyiratkan besarnya gaya

dalam bentuk K/d?, dan sebaliknya; oleh karenanya digunakan analisis

vektor dalam koordinat kutub untuk penyelesaian persamaan diferensial

non-linier.

1.

Diferensiasi/Turunan Produk Vektor

Misalkan r(t) dan s(t) merupakan dua fungsi vektor yang dapat

dibedakan dalam 2 atau 3 dimensi, maka:

ds d dr ds

d dr
—(r-s)=—- —; —(rxs)=—x X — 1
dt(r S) Tt s+r Tt dt(r S) S s+r : D

Aturan-aturan ini seperti aturan hasil kali untuk diferensiasi. Berhati-
hatilah pada aturan kedua untuk mendapatkan urutan perkalian yang
benar di sebelah kanan, karena secara umum a X b #b xa. Kedua
aturan tersebut dapat dibuktikan dengan menuliskan semuanya dalam
komponen i, j,k dan menurunkannya. Mereka juga dapat dibuktikan
langsung dari definisi turunan, tanpa menggunakan komponen,

sebagai berikut:

Misalkan t meningkat oleh At kemudian r meningkat oleh Ar, dan s oleh

As, dan perubahan yang sesuai dalam r - s diberikan oleh:
A(r-s)=(r+Ar)-(s+As)—r-s

jadi jika kita memperluas sisi kanan dan membagi semua suku dengan

At, kita mendapatkan:

A(r-s) Ar As Ar
=—-s+r- .
At At At At

Jika At — 0; maka As — 0 karena s(t) kontinu, dan kita mendapatkan
persamaan pertama seperti pada (1). Persamaan kedua dalam (1)

dibuktikan dengan cara yang sama, dengan menggantikan - oleh Xx.
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Hukum Kedua Kepler dan Gaya Pusat.

Untuk menunjukkan bahwa gaya yang menjadi pusat (yaitu, diarahkan
ke matahari) ekuivalen dengan hukum kedua Kepler, kita perlu
menerjemahkan hukum itu ke dalam kalkulus. “Menyapu area yang

sama dalam waktu yang sama” berarti:

vektor radius menyapu area dengan kecepatan konstan.

Gambar 3. 11. Ilustrasi Hukum Kepler Kedua

Oleh karena itu, hal pertama yang perlu dilakukan adalah
mendapatkan ekspresi matematika untuk kecepatan ini. Mengacu pada
gambar, kita melihat bahwa seiring bertambahnya waktu t ke t + At,

perubahan yang sesuai di area A diberikan oleh:
1
AA =~ area segitiga = 5 |r X Ar|

karena segitiga memiliki setengah luas jajaran genjang yang dibentuk

oleh r dan Ar, maka:

dan untuk At — 0, kita peroleh:

dr
dt

2— =

dA |
dt

dr ]
r><—| = |r X v| dimanav =

T (2)

Dengan menggunakan (2), kita dapat menafsirkan hukum kedua Kepler
secara matematis. Karena luasnya menyapu pada kecepatan yang

konstan, dA/dt konstan, jadi menurut (2) diperoleh:

[r X v| adalah konstan 3
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Lebih lanjut, karena hukum Kepler mengatakan r terletak pada sebuah
bidang, vektor kecepatan v juga terletak di bidang yang sama, dan

karenanya diperoleh:
r X v memiliki arah konstan (tegak lurus pada bidang pergerakan) (4)
Karena arah dan besarnya r X v keduanya konstan, maka:
r X v = K adalah sebuah vektor konstan (5)

Dan dari sini kita peroleh:
d (rxv)=0 6
F T xXVv) = (6)

Tetapi menurut aturan (1) untuk menurunkan perkalian vektor:

dv
a(rxv):vxv+rxa, dimanaa:a -

=rXxa, karenas Xs = 0untuk sebarang vektor s
Dari (6) dan (7) bersama-sama menyiratkan:
rxa=0 (8)

yang menunjukkan bahwa vektor percepatan a sejajar dengan r, tetapi
ke arah yang berlawanan, karena planet-planet memang mengelilingi

matahari, tidak melesat sampai ke titik tak terhingga.

Jadi a diarahkan ke pusat (yaitu, matahari), dan karena F = ma, gaya F
juga diarahkan ke matahari. (Perhatikan bahwa "pusat" tidak berarti
pusat orbit elips, tetapi asal matematisnya, yaitu ekor vektor jari-jarir,

yang kita anggap sebagai posisi matahari.)

Penalarannya dapat dibalik, jadi untuk gerakan di bawah semua jenis
gaya pusat, jalur/lintasan gerakan akan terletak pada bidang dan luas

akan tersapu oleh vektor jari-jari dengan kecepatan konstan.
Contoh 16:

Misalkan r(t) adalah sebuah fungsi vektor.  Buktikan dengan

menggunakan komponen bahwa:

dr
i 0=>r() =K dimana K adalah vektor konstan
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Jawab:
Dalam dua dimensi r(t) = (x(t), y(t)), r'(t) = (x'(t),y'(t))
Oleh karena itu,
r)=0 =>x'(t)=0dan y'(t) =0
= x(t) =k; dan y(t) =k,

= r(t) = (k;,k,) di mana k; dan k, adalah konstan.

Latihan 3

1.

Tentukan persamaan parametrik untuk x,y,z pada garis yang melalui

(1,1,2) searah dan sejajar dengan (2,—3,—1).

Tentukan persamaan parametrik yang memotong bidang x+y+z=1

dan x + 2y + 3z = 2.

Tentukan perpotongan garis melalui titik (1,3,0) dan (1,2,4) dengan bidang

yang melalui titik (0,0,0),(1,1,0) dan (0,1,1).

Sebuah cakram dengan radius 2 cm meluncur dengan kecepatan 12v2

cm/detik searah (1,1) . Saat meluncur, ia berputar berlawanan arah

jarum jam dengan 3 putaran per detik. Ukuran waktu dalam hitungan

detik, pada waktu t =0 pusat cakram berada di titik pusat (0,0).

Tentukan persamaan parametrik untuk lintasan titik P di tepi cakram,

yang awalnya di titik (2,0).

Misalkan u dan v adalah vektor-vektor satuan yang tidak saling sejajar di

mana u L v. Dan misalkan r(t) = ucost + vsint.

a) Tunjukkan bahwa kurva r(t) menyapu lingkaran satuan dengan
pusat O pada bidang P yang terdefinisi oleh u dan v (yaitu bidang yang
melalui titik pusat dan mengandung u danv).

b) Gunakan hasil pada bagian a) untuk menentukan persamaan
parametrik dari C = lingkaran dengan jari-jari 1 dan berpusat di O di

mana C terletak pada bidang P:x + 2y + z = 0.

Jawaban 3

1.

Diketahui titik (1,1,2) dan vektor (2, —3,—1), maka:
x—1=72¢t
y—1=-3t
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z—2=-t
atau
(x,y,z) =(1+2t,1—-3t,2—t)
Sehingga:
x=1+72t
y=1-3t
z=2—t

Untuk menentukan persamaan parametrik yang memotong kedua
bidang, kita memerlukan data dasar tambahan yaitu sebuah titik yang
memenuhi kedua bidang.
Misalkan ambil z = 0 maka diperoleh:

P, = (0,1,0)
Selanjutnya, kita memerlukan vektor v yang tegak lurus dengan vektor
normal kedua bidang, di mana:

N; =(1,1,1) dan N, =(1,2,3)

Sehingga:
i j k
v=(1,1,1)x(1,23)=|1 1 1|=(1,-21)
1 2 3
Dengan cara yang sama seperti pada nomor 1, diperoleh:
x=t
y=1-12t
z=t

Misalkan P, = (1,3,0) - bolehkan kita tentukan P, = (1,2,4) ?
Makav=(0,—-1,4) > v=(01-,4)

Persamaan parametriknya: x =1,y =—-t+3,z=4t 2> x=1,y=t+2,z=

4—4t

i j kK
Vektor normal = (1,1,0) X (0,1,1)=|1 1 0| =(1,—-1,1)
0 1 1

Vektor normal = persamaan bidang=x—-y+z=0

2
1= (—t+3)+4t=0-1+t-3+4t=0-t=¢

3
1—(t+2)+4—4t=0—>1—t—2+4—4t=0—>t=§
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5.

( )= (1 13 8)
x; y;Z - ] 5 15

Kita gunakan parameter t dalam detik pada kurva. Caranya adalah
dengan membagi dua pergerakan ke dalam translasi dari titik pusat dan
rotasi terhadap titik pusat dan menggunakan vektor untuk

menganalisisnya, seperti pada gambar berikut.
Y

a8/ W

12+/92¢

\
o
i

Gambar di atas menunjukkan pada waktu t O bergeser ke C sehingga:

., N (1,1) (1,1)
0C = |v|— = 122t ——— = 122t — = (12t, 12t
| IINI V1Z + 12 V2 ( )

Kita tahu bahwa titik P di tepi cakram dalam polar adalah P =
(rcos@,rsinf), di mana radius cakram adalah r =2 dan 3 putaran
perdetik sama dengan 6mt.
Maka:
CP = (2 cos(6mt), 2 sin(6mt))
Sehingga:
OP = 0C + CP = (12t + 2 cos(6mt), 12t + 2 sin(67t))
Jadi persamaan parametrik untuk lintasan titik P di tepi cakram, yang
awalnya di titik (2,0) adalah:
x = 12t + 2 cos(6mt)
y = 12t + 2 sin(6mt)
(@) r(t) jelas ada pada bidang yang didefinisikan dengan u dan v di
mana:
Ir(t)|?> = (ucost + vsint) - (ucost + vsint)
()| =u-ucos’t+u-vsintcost+u-vsintcost +v-vsin?t
Karenau-u=v-v=1dan u-v =0 maka:
|r(t)|? = cos®t +sin?t =1

Sehingga:
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Kurva r(t) menyapu lingkaran satuan dengan pusat O pada bidang
P.

(b) Untuk menentukan persamaan parametrik, kita membutuhkan dua
vektor satuan u dan v yang saling tegak lurus dan terletak pada x +
2y +z=0.

Vektor normal pada bidang adalah n = (1,2,1). Misalkan u; = (p,q,1)
dan terletak pada bidang memenuhi p + 2q + r = 0. Salah satu vektor
yang memenuhi bidang adalah u; = (1,—1,1), sehingga:

(1,-1,1) 1

JIZ+ (2412 V3

Untuk mendapatkan vektor satuan v, kita ambil cross product u; X n,

(1,-1,1)

sehingga:
i j Kk
vi =(1,-1,1)x(1,21)=|1 -1 1|=-3i—0j+3k=3(-10,1)
1 2 1
Maka:
(—1,0,1) 1

(—=1,0,1)

CCCDr Tz V2

Sehingga persamaan parametriknya adalah:

1 1
r(t) = —3(1, —1,1)cost + —2<—1,0,1> sint

3 V2
Atau:
1 1 .
x =ﬁcost—ﬁsmt
1
y = —ﬁcost
1 1 .
z =ﬁcost+ﬁsmt

Rangkuman 3

1. Persamaan parametrik kurva:
x=x(), y=y@®, z=z(@)
2. Persamaan vektor posisi adalah:
r(t) = x(Oi + y(©)j + z(Ok = (x(t), y(£), 2(1))
3. Persamaan parametrik lingkaran:

x(t) = acost, y(t) = asint
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4. Persamaan parametrik elips:
x(t) = acost, y(t) = bsint
5. Persamaan parametrik garis melalui (xg,y,) sejajar dengan (b4, b,):
x(t) = x¢ + thy, y(t) = yo + tb,
6. Persamaan parametrik sikloid:
x(0) =ab —asinb, y(0) =a—acosb
7. Cusp pada sikloid:
P = (x(6),y(6))
8. Jika kita ambil derivatif/turunan dari x(6) = (6 —sinf) dan y(0) =
(1 — cos ) terhadap 6 kita peroleh:

@ _ 6 dan 2 = sino
dQ_ COoS an da—sln

Dari sini kita peroleh kemiringan/gradien/slope dari kurva, yaitu:

dy sin @

dx 1-cosf
9. Kecepatan rata-rata:

Ar  Ax_ Ay,

ac”nc Tad)
10.Vektor tangensial atau garis singgung adalah ketika At yang menyusut
menjadi O dan vektor i—; menjadi bersinggungan dengan kurva.

11.Percepatan:
a(t) = dv_dr_ x(t)ity(£)j = (x", ")
dt  dt?
12.Turunan vektor dengan cot product:
Misal r; = (x1,y,) dan r, = (x,,y,) maka diperoleh:

d(ry - ryp) ,
—_ - =nr'r,+r -r'
dt 1 2 1 2

13.Turunan vektor dengan cross product:

Misalkan r; = (xq,y1,21) dan r, = (x,,y,, Z,) maka:

—d(rldj r2) =riXr,+r Xnr,
14.Kelajuan adalah besaran skalar yaitu:
) dx
kelajuan = |v| = I

15. Vektor tangen satuan:

v dr/dt v

lv|  ds/dt ds/dt
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16.Hukum kedua Kepler menyatakan bahwa:

|r x v| adalah konstan

Tes Formatif 3

1. Persamaan vektor posisi dari garis yang melalui titik P(1,3,—2) dan
Q(2,—-1,2) adalah ...

r(t) = (t, —4t, 5t)

r(t) =(1+t,3—4t,—2 + 4t)

r(t) =(t? - 2t,t+1,t — 2)

r(t) =(1+t2+5t—1+6t)

r(t) =(t,2 —t,2t)

2. Turunan dari r(t) = (1 + t3)i + te "j + sin2t k adalah ...

@ o 0w

r'(t) = (3t?,—rte™",cos 2t)
r'(t) = (3t?, —rte™",2 cos 2t)
r'(t) = (3t?,1 —rte™",cos 2t)
r'(t) = (3t%,(1 —t)e™",2 cos 2t)
r'(t) = (3t%,(1 — t)rte™", cos 2t)

@ o owe

3. Vektor normal satuan dari r(t) = {(cost,sint,t) adalah ...
(—cost,—sint,0)

(—sint,cost, 1)

(—sint,cost,0)

1/\/5(— sint,cost,1)

@ o 0w

(—cost,—sint,1)
4. Percepatan suatu partikel dengan vektor posisi r(t) = (t?,ef, tet) adalah ...
A. a(t) = (2t,et, (1 + t)et)
B. a(t) =(2,e', (1 +t)et)
C. a(t) =(2,e% (2 +t)et)
D. a(t) = (2t, e, t%et)
E. a(t) = (2t,et, (2 + t)t2et)
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5. Vektor tangen suatu partikel dengan vektor posisi r(t) = (t?,t?,t3) adalah

6V2t2

A ——
V8tZ 4+ 9t4

6t% — 6t3

B. ——
V8t2 4 9t4

8t?2

C. ——
V8t2 4 9t4

8t? — 6t3

D. ——
V8t2 + 9t*

8t + 18t3

E. ——
V8tZ + 9t*

Jawaban Tes Formatif 3

1.

B

Kita memerlukan vektor yang sejajar dengan garis melalui P,. Kita buat
vektor P_Q) yang sejajar garis yaitu:

v=(2-1,-1-32+2)=(1,-44)
Ambil Py adalah (1,3, —2) maka:

x—1=t
y—3=—4t
z+2 =4t

Maka persamaan parametrik dari garis yang melalui titik P(1,3,—2) dan

Q(2,—1,2) adalah:

x=1+t
y=3—4t
z=—-2+4t

Sehingga persamaan vektor posisi dari garis yang melalui titik P(1,3,—2)
dan Q(2,—1,2) adalah:
r(t) =(1+1t,3—4t,—2 + 4t)

D
r(t) = (1 +t3i+te"j+sin2tk
r'(t) = (3t%,(1 — t)e™",2 cos 2t)
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3. A
r(t) = {(cost,sint,t)
r'(t) = (—sint,cost,1)

Ir'(®)] =2
T(t) = re = —(—sint t,1)
_|I"(t)|_\/§ sint,cost,
1 .
T (t)=ﬁ(—cost,—51nt,0)
Tl =
V2
N(t) = |::Eg| = (—cost,—sint,0)
4. C

r(t) = (t?,et, tet)

v(t) = (2t,et, (1 + t)et)

a(t) =v'(t) =(2,e%, (2 + t)et)

5. E

r(t) = (t?,t2,t3)

r'(t) = (2t,2t,3t?)

r’(t) = (2,2,6t)

Ir'(®)] = V8e? +9¢*

. r'(t) -r’(t) _ 8t + 18t3
! e’ (O] V8t2 + 9t*

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 3 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 3.

Tingkat P _Jumlah Jawaban yang Benar x 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:
90 — 100% = baik sekali
90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
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<100% = kurang
Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 4. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda harus

mengulangi Modul 3, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 4

FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL
DAN PERSAMAAN BIDANG

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan masalah

menggunakan konsep fungsi dua
variabel, turunan parsial,

aproksimasi tangen dan optimasi.

Materi 4
Fungsi Dua Variabel

Fungsi dua variabel adalah fungsi yang memuat sebanyak dua variabel.

Untuk memahami fungsi dua variabel atau lebih, perhatikan contoh berikut:
Contoh 1:

feoy) =x*+y*= f(1,2) =5dll.

fley) = xy?e*™

f(x,y,2) = xylogz

Hukum gas ideal: P = kT/V.

Variabel dependen dan independen

Pada z = f(x,y) kita sebut x,y sebagai variabel independen dan z adalah
variabel dependen. Hal ini menunjukkan bahwa x dan y bebas untuk
mengambil sebarang nilai dan kemudian z bergantung pada nilai-nilai ini.
Untuk saat ini situasinya jelas yang mana independen dan yang mana

dependen, namun nanti kita harus lebih hati-hati [6].

109



FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL DAN PERSAMAAN BIDANG

Grafik

Untuk fungsi y = f(x): terdapat satu variabel bebas dan satu variabel terikat,

artinya kita membutuhkan 2 dimensi untuk menggambarnya.
Teknik Menggambar 1:
Mulai dari x lalu hitung y = f(x) kemudian ke y.

Untuk z = f(x,y) kita memiliki dua variabel independen dan satu variabel

dependen, jadi kita membutuhkan 3 dimensi untuk membuat grafiknya.
Teknik Menggambar 2:

Mulai dari x dan y secara bersamaan lalu hitung z = f(x,y) kemudian ke z.
Contoh 2:

Buatlah grafik dari z = f(x,y) = x% + y2.

Jawab:

Untuk membuat grafiknya secara manual:

Mulai dari (x,y) lalu hitung z = f(x,y) kemudian ke z.

Kita ambil tiga titik: £(0,0) =0, f(1,1) = 2 dan £(0,v2) = 2.

Gambar di atas menunjukkan sekedar grafik dari tiga titik.

Berikut ini adalah langkah-langkah yang kita gunakan untuk menggambar
grafik. Ingat, ini hanya sketsa, namun setidaknya sketsa memberikan

bentuk grafik dan beberapa fiturnya.

1. Pertama kita gambar sumbu x,y,z. Sumbu z mengarah ke atas, Sumbu y

ke kanan dan sumbu x mengarah ke pembaca, dan gambarnya seperti
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pada gambar di atas. Situasi ini memberikan perspektif mata pembaca

pada oktan pertama.

2. Penelusuran pada sumbu y dan z ditemukan kurva dengan mengatur x
= konstanta. Kita mulai dengan penelusuran ketika x = 0 dan diperoleh

parabola mengarah ke atas pada bidang yz.

3. Selanjutnya kita membuat sketsa penelusuran dengan z=3 dan
diperoleh lingkaran dengan radius 3 pada ketinggian z = 3. Perhatikan,

penelusuran ketika z = konstanta umumnya disebut level kurva

Sampai di sini, cukup untuk menggambar grafik yang diinginkan. Grafik
yang berbeda mengambil jejak/penelusuran yang berbeda pula. Anda harus
melakukan sejumlah trial and error sebelum angka yang Anda peroleh

terlihat benar.

Cara lain untuk membuat grafiknya adalah menggunakan Octave:
Sintaks:

>> [x,y] = meshgrid(-1.5:0.05:1.5);

>>z=x."2 +y.A2;

>> surf(x,y,z)

>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel('y");

>> zlabel("z");

Hasil Gambarnya adalah:
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Gambar 4. 1. Paraboloid z = x* + y?

Berikut ini adalah macam-macam permukaan atau galeri grafik.

e ¢ =23
Nl
iy o
Blipsoida: X+ 2o 4 20 = 1 Hiperboloid satu lembar: o+ 2o — 2o = 1
lpSOI a.az b2 CZ_ lper 0l01d satu lembar: az bZ C2_

1
\
/ 1

N N
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Hiperboloid dua lembar: - + 2 — - — _1 Kerucut eliptik: % + 2 = 2
iperboloid dualembar: — + 3 — = = erucut eliptik: — +77 = —
————— >
’ y
X< y
Eliptic paraboloid: z = ax? + by? Hiperbolik paraboloid: z = by? — ax?

Level Kurva dan Kontur

Level kurva dan kontur adalah cara lain untuk memvisualisasikan fungsi
dua variabel. Jika Anda telah melihat peta topografi maka Anda telah melihat
plot kontur.

Definisi:

Level kurva dari f dua variabel adalah kurva dengan persamaan f(x,y) =k

di mana k adalah konstanta.

Contoh 3:

Gambarkan kontur dari paraboloid z = x? + y2.
Jawab:

Untuk mengilustrasikan hal ini pertama-tama kita menggambar grafik z =
x% 4+ y?. Pada grafik ini kita menggambar kontur, yang merupakan kurva
pada ketinggian tetap z = konstan. Untuk mempermudah, kita gunakan

Octave untuk menggambarnya.

Gambar 4. 2. Contour dan Level Kurva Paraboloid z = x* + y?
Sintaks contour pada Octave:
>> [x,y] = meshgrid(-1.5:0.05:1.5);

>>z=x"2 +y.A2;
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>> contour(x,y,z)
>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel('y");

>> zlabel("z");
Sintaks paraboloid, contour dan bidang z pada Octave:
>> [x,y] = meshgrid(-1.5:0.05:1.5);
>>z=xX/N2 +y.AN2;
>> surfc(x,y,z);

>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel('y");

>> zlabel("z");

>> hold on

>> z=1-0.*x-0.*y;
>> mesh(x,y,z)

>> z=2-0.*x-0.*y;
>> mesh(x,y,z)

>> z=3-0."x-0.*y;
>> mesh(x,y,z)

>> z=4-0.*x-0.*y;
>> mesh(x,y,z)

Gambar 4.2 menunjukkan level kurva di ketinggian z = 1 adalah lingkaran
x%+y? = 1. Pada grafik kita harus menggambar ini pada ketinggian yang
benar. Cara lain untuk menunjukkan ini adalah dengan menggambar kurva
pada bidang xy dan beri label dengan nilai z. Kita menyebut kurva ini sebagai

level kurva dan secara keseluruhan disebut kontur.

114



FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL DAN PERSAMAAN BIDANG

Pada contoh ini, kontur terlihat pada plot di sebelah kanan pada Gambar
4.2. Perhatikan bahwa grafik 3D hanyalah kurva level yang 'ditarik' oleh

masing-masing ke ketinggian yang sesuai.

Berikut ini adalah plot lain dari 'jalur gunung'. Perhatikan bahwa dalam
kontur jalur gunung direpresentasikan oleh level kurva yang memotong
dirinya sendiri. Bergerak ke atas atau ke bawah ketika ketinggian level kurva
menurun dan bergerak ke kanan atau ke kiri saat ketinggian level kurva

meningkat.

— z =400
z = 600

z = 800
’\‘ z = 1000

Turunan Parsial

Misalkan w = f(x,y) adalah sebuah fungsi dua variabel. Gambar grafiknya

merupakan sebuah permukaan pada ruang xyz seperti gambar berikut.

W

w=f{x,y)

X
Gambar 4. 3. Permukaan di Tiga Dimensi

Ketika y =y, tetap dan x sebarang, kita akan mendapatkan fungsi satu

variabel, yaitu:

w = f(x,y,) adalah fungsi parsial untuk y = y, D

115



FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL DAN PERSAMAAN BIDANG

Gambar grafiknya adalah kurva pada bidang y = y, di mana kemiringannya

ada di titik P ketika x = x, dengan melakukan turunan,
d fay0)lx, at or 2)
—f(x, atau —

dx Yo o 0x (x0,¥0)

Bentuk (2) kita sebut sebagai turunan parsial dari f terhadap x di titik
(x0,¥0), sementara bentuk (2) bagian kanan merupakan notasi standar
turunan parsial. Turunan parsial adalah turunan biasa dari fungsi parsial,
diperoleh dengan menentapkan satu variabel tetap dan menurunkannya

terhadap variabel lain. Notasi lain untuk turunan parsial adalah:

G (G
(xo'J’o)' 0x 0’ 0x /o

Bentuk yang pertama cocok untuk turunan pada titik spesifik; yang kedua

ow
fx(xO;YO)' a

adalah bentuk umum turunana dalam sains dan teknik, di mana Anda
hanya berurusan dengan hubungan antar variabel dan tidak menyebutkan
fungsinya secara eksplisit; yang ketiga dan keempat menunjukkan turunan

pada titik hanya dengan menggunakan satu subskrip.

Secara analogi, menetapkan x = xy dan y sebarang, kita mendapatkan fungsi
parsial w = f(x,,y), yang grafiknya terletak pada bidang vertikal x = x,, di

mana kemiringannya di P adalah turunan parsial dari f terhadap y yang

dinotasikan:
af ow of ow
= s 0 (5) (5)
ay (xO'yO) ay (XO,yo) ay 0 ay 0

Turunan parsial df/dx dan df/dx bergantung pada (xy,y,) dan karena itu

merupakan fungsi dari x dan y.

Ditulis sebagai dw/dx, turunan parsial memberikan tingkat perubahan w
terhadap x pada titik (xg,y,). Hal ini memberitahu kita seberapa cepat w

meningkat ketika x meningkat, dan ketika y dianggap konstan.
Notasi Turunan Parsial
Jika z = f(x,y) maka:

0

f a 0z
fo=fey) = 5= f(5Y) =5—= fi = Dif = Dof
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of 0 oz
fy=Hxy) =@=@f(x,3/) =% = f2 = Dof =Dy f

Untuk fungsi dari tiga variabel atau lebih, w = f(x,y,z, ...), kita tidak dapat
menggambar grafiknya, tetapi gagasan di balik diferensiasi parsial tetap
sama: untuk mendefinisikan turunan parsial terhadap x, misalnya, anggap
semua variabel lain konstan dan ambil turunan biasa terhadap x; notasinya

adalah sama saja seperti di atas:

c;l_xf(X, Yo, Zoy ) = [x (X0, Y0, Z0s ) (af)o’ (aw)o

ax x
Contoh 4:
Misalkan f(x,y) = e* ¥ + x2 + y2 + xy + 2y + 3.
(a) Tentukan df /0x dan df/dy.

(b) Tunjukkan bahwa turunan parsial kedua dapat dihitung dengan

sebarang urutan, yaitu:

% f B % f
dxdy  0yox
(c) Hitung:
af
—1
ax( 3)
Jawab:
()
of 2,02
—=2xe* V" +2
) xe +2x+y
of 2,02
— =2ye* V" +2 2
3y ye +2y+x+
(b)
% f a (0f 0 X242 242
=—(L)=—=— y — x%+y
axdy  ox ((’)y> e (Zye +2y+x+2) 4xye +1
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aayz;x = 4xye* Y’ 1
02f  0%f
dxdy - dydx -
()
T a3
% = 2(1)e@**B* £ 2(1) +3 =210 +5

Aproksimasi Tangen
Bidang Tangen

Untuk fungsi satu variabel, w = f(x), garis tangen ke grafik fungsi pada titik

(x9,Wwp) adalah garis yang melewati (x,, wy) dan memiliki kemiringan:

(@)
dx 0
Untuk fungsi dua variabel, w = f(x,y), analog secara alami adalah bidang

tangen ke grafik fungsi pada titik (xg,yo,wy). Apa persamaan dari bidang

tangen ini?
Mengacu pada Gambar 4.3 di atas, kita melihat bahwa bidang tangen:
(i) harus melewati (xg, vy, Wy), dimana wy = f(xg, Vo);

(ii) harus mengandung garis tangen ke grafik dari dua fungsi parsial - ini
akan berlaku jika bidang memiliki kemiringan yang sama di i dan j searah

dengan permukaan.

Dengan menggunakan dua kondisi ini, persamaan bidang tangen dapat
dengan mudah ditemukan. Persamaan umum bidang melalui (xq,yq, wo)

adalah:
A(x —x0) + By —y0) + C(w —wp) =0
Asumsikan bidang tidak vertikal; kemudian C # 0, jadi kita bisa membaginya

dengan C dan menyelesaikan w — w,, dan kita dapatkan:

B
w—wy = a(x —xq) + by — yo), a=— b=E 3)
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Bidang yang melewati (x,, vy, w,). Berapakah nilai koefisien a dan b sehingga

tangen ada pada grafik fungsi?
a = kemiringan pada bidang (3)pada arah i (dengan y =y, pada (3));

a = kemiringan pada grafik pada arah i (dengan(ii));

ow
a= (E) (berdasarkan definisi turunan parsial)
0

Koefisien b diperoleh dengan cara yang serupa:

b= (8W)
ay/,

Sehingga persamaan bidang tangen pada w = f(x,y) di titik (x,,y,) adalah:

ow ow

W —wp = (5)0 (x —x0) + (5)0 - y0) @)

Rumus Aproksimasi

Penggunaan yang paling penting dari bidang tangen adalah untuk
memberikan aproksimasi yang merupakan rumus dasar dalam mempelajari
fungsi beberapa variabel - hampir semuanya mengikuti dalam satu cara atau

bentuk lain darinya.

Ide intuitifnya adalah jika kita tetap dekat dengan (xg, vy, W), grafik bidang
tangen (4) akan menjadi aproksimasi yang baik untuk grafik fungsi w =

f(x,¥). Oleh karena itu jika titik (x,y) dekat dengan (x,,y,) maka:

ow

o) = wo+ (5) -+ (57) &= ©)

0
tinggi grafik f =~ tinggi bidang tangen

Fungsi pada bagian kanan (5) di mana grafiknya adalah bidang tangen
seringkali disebut linierisasi dari f(x,y) di (xg,)9). Fungsi linier ini
memberikan aproksimasi terbaik pada f(x,y) untuk nilai (x,y) dekat dengan
(X0, Yo)-

Bentuk lain yang ekuivalen dengan (5) diperoleh dengan menggunakan

notasi A, yaitu:

Ax=x—x3 Ay=y—y, Aw=w-—w,
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Sehingga (5) menjadi:

A (aW)A+(6w)A iika Ax ~ 0,Ay ~ 0 6
we(35) ox 6y0y jika Ax =~ 0,Ay ~ (6)

Rumus ini memberikan aproksimasi perubahan dalam w ketika kita
melakukan perubahan pada x dan y. Nanti kita akan sering

menggunakannya.
Analogi serupa dapat kita lakukan pada fungsi w = f(x,y, z) yaitu:

A <6W> A +(6W) A +(6W) A jika Ax,Ay,Az = 0 7
W~ax0x ayoy aZOZ jika Ax, Ay, Az = 7

Contoh 5:

Berikan aproksimasi persegi dari w = x3y* yang berpusat di (1,1), di mana

nilainya tidak akan berbeda lebih dari + 0,01.
Jawab:

Kita menggunakan (6) dan menghitung dua turunan parsial dari w.

ow ow
o = W T 3x*y*danw), = 3 = 4x3y3

Kemudian uji turunan parsial pada titik (1,1) menggunakan (6) diperoleh:

dw adw
—=3(1D?(1)*=3dan — =4
dx dy

Aw = 3Ax + 4Ay
Jika |Ax| < 0,01 dan |Ay| < 0,01 maka kita peroleh:
|Aw| < 3|Ax| + 4]|Ay| < 0,07
Sehingga jawabannya adalah persegi dengan pusat di (1,1) diberikan oleh:

[x -1/ <0,01, dan |y—1]|<0,01
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Gambar 4. 4. Permukaanw = x3y*

-2 -1 0 4 2 3

-1

-2

-3

-4 *

-5
Gambar 4. 5. Bayangan Permukaan w = x3y* di Bidang xy

Contoh 6:

Sisi-sisi a, b, ¢ dari sebuah kotak persegi panjang memiliki panjang masing-
masing 1, 2, dan 3. Yang mana dari pengukuran ini menghasilkan volume V

yang paling sensitif?
Jawab:

V = abc, dan oleh karena itu dengan rumus aproksimasi (7), diperoleh:
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AV (av) A +<av) Ab+(av) A
~\oa), " " \on/, ac), ¢

AV =~ bcAa + acAb + abAc
AV = 6Aa + 3Ab + 2Ac di(1,2,3)

Jadi yang paling sensitif terhadap perubahan kecil di sisi a, karena Aa terjadi
dengan koefisien terbesar. (Artinya, jika satu per satu pengukuran setiap sisi
diubah dengan katakanlah 0,01, maka perubahan pada a yang akan
menghasilkan perubahan terbesar V, yaitu 0,06.)

Hasilnya mungkin tampak paradoks ketika nilai V paling sensitif terhadap
panjang terpendek tetapi sebenarnya intuitif, seperti yang Anda lihat dengan

memikirkan tentang tampilan kotak.

Gambar 4. 6. Kotak

Prinsip Sensitivitas

Nilai numerik w = f(x,y, ...), dihitung di beberapa titik (xg,y,, ...), akan paling
sensitif terhadap perubahan kecil dalam variabel yang turunan parsial

terkait w,, Wy, ... memiliki nilai absolut terbesar pada titik tersebut.
Kritik terhadap Rumus Aproksimasi

Pertama, rumus aproksimasi dari fungsi dua atau tiga variabel adalah:

Kedua pernyataan di atas (6) dan (7) bukan pernyataan matematis yang tepat
karena simbol =~ tidak memberikan nilai secara pasti seberapa dekat

kuantitas pada kedua ruas. Untuk memperbaikinya, salah satunya caranya
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adalah dengan menentukan kesalahan dalam aproksimasi. (Ini bisa

dilakukan, tapi jarang digunakan.)

Keberatan yang lebih mendasar adalah bahwa pembahasan kita tentang
aproksimasi didasarkan pada asumsi bahwa bidang tangen adalah

pendekatan yang baik ke permukaan di (xg, yo, wg).-
Benarkah demikian?

Lihat seperti ini. Bidang tangen ditentukan sebagai bidang yang memiliki
kemiringan yang sama dengan permukaan pada arah i dan j. Ini berarti
aproksimasi pada (6) akan baik jika Anda menjauh dari (x,,y,) dalam arah I
(dengan mengambil Ay = 0), atau di arah j (menempatkan Ax = 0). Tetapi
apakah bidang tangen memiliki kemiringan yang sama dengan permukaan

ke semua arah lainnya juga?

Secara intuitif, kita harus berharap bahwa ini akan terjadi jika grafik f (x, y)
adalah permukaan "mulus" di (x4,y,) yang tidak ada ujung yang tajam,
lipatan, atau terlihat aneh. Inilah hipotesis matematika yang menjamin hal
ini.

Hipotesis Kemulusan

Kita nyatakan f(x,y) adalah mulus di (x,,y,) jika:

fx dan f,, kontinu dalam beberapa persegi panjang yang berpusat di (x,Y)

(8)
Jika (8) berlaku, rumus aproksimasi (6) akan valid.

Meskipun contoh patologis dapat dibangun, secara umum cara normal suatu
fungsi gagal menjadi mulus (dan pada gilirannya (6) gagal dipertahankan)
adalah salah satu atau kedua turunan parsial gagal untuk ada di (xg,y). Ini
tentu saja berarti Anda bahkan tidak dapat menulis rumusnya (6), kecuali

Anda mengantuk.
Ini contoh sederhananya.

Contoh 7.

Dimana permukaan w = ,/x? + y? yang mulus/halus? Diskusikan.

Jawab:
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Dengan menghitung secara formal, kita dapatkan:

aw x ow y

ox Jx2+y? dy [x?+y?
Turunan ini kontinu di semua titik kecuali di (0,0), di mana hasilnya bentuk
tak tentu. Jadi fungsinya mulus kecuali di pusatnya; rumus aproksimasi (0)

harusnya valid di semua tempat kecuali di pusatnya.

Memang, karena w = ,/x? + y? hasil peyelidikan grafik fungsi ini, mengatakan

bahwa:
Tinggi grafik di atas (x,y) = jarak (x,y) dari sumbu w,

grafiknya adalah kerucut lingkaran siku-siku, dengan puncak pada (0,0),
sumbunya sepanjang sumbu w, dan sudut simpulnya sudut siku-siku.
Secara geometris grafik memiliki titik tajam di titik awal, jadi tidak boleh ada
bidang singgung di sana, dan tidak ada rumus aproksimasi yang valid (6)

dan tidak ada fungsi linier yang mendekati kerucut di puncaknya.

Gambar 4. 7. Kerucut Siku-Siku
Argumen non-geometris untuk rumus aproksimasi

Pendekatan non-geometris untuk rumus aproksimasi (6) akan
menggeneralisasi ke dimensi yang lebih tinggi, khususnya ke rumus 3-
variabel (7). Aproksimasi ini juga akan menunjukkan mengapa hipotesis (8)
dibutuhkan “kemulusan”. Argumennya masih kurang tepat, karena
menggunakan simbol =, tetapi dapat diperjelas menjadi bukti (yang akan

Anda temukan dalam buku referensi, meskipun tidak mudah dibaca).

Bukti menggunakan rumus aproksimasi satu variabel untuk turunan fungsi

w = f(u):

124



FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL DAN PERSAMAAN BIDANG

Aw = f'(up)Au, jikaAu =0 9

Kita lakukan justifikasi tanpa menggunakan penalaran berdasarkan dimensi

3, rumus aproksimasinya adalah:

A (OW) A +(6W> A jika A 0,A 0 6
W~ax0x ayoy jikaAx = 0,Ay = (6)

Kita mencoba menghitung perubahan w dari P ke R seperti tampak pada

Gambar 4.8 dimana:

P = (x0,¥0), R = (xo + Ax,y, + Ay)

Yotay ‘—— R

AX
"0 P ne

i A
_1,” .'L“ Ax

Gambar 4. 8. Perubahan w dari P ke R
Perubahan ini dapat dianggap terjadi dalam dua langkah:
Aw = Aw,; + Aw, (10)

yang pertama adalah perubahan w saat kita pindah dari P ke Q, yang kedua
berubah ketika kita pindah dari Q ke R. Menggunakan rumus aproksimasi

satu variabel (9):

Ax = £ (x0, y0)Ax (11)

Xo

d
Aw, = af(x; Yo)
demikian pula,

d
Aw, =~ af(xo + Ax,y)

Ay = fi(xo + Ax, y0)Ay = f,,(x0,¥0)Ay (12)
Yo

jika kita berasumsi bahwa f, kontinu (yaitu, f mulus), karena perbedaan
antara dua suku di kanan pada dua baris terakhir akan sama €Ay, yang
dapat diabaikan dibandingkan dengan salah satu istilah itu sendiri.
Substitusi dua nilai aproksimasi (11) dan (12) menjadi (10) memberi kita

rumus aproksimasi (6).
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Untuk membuat ini menjadi bukti, istilah kesalahan dalam aproksimasi
harus dianalisis, atau lebih sederhana, salah satunya mengganti simbol =
dengan persamaan berdasarkan Teorema Nilai Rata-Rata dari kalkulus satu

variabel.

Argumen ini mudah digeneralisasikan ke rumus pendekatan dimensi yang
lebih tinggi, seperti (7); sekali lagi hipotesis penting adalah kemulusan: tiga

turunan parsial w,, w,,w, harus kontinu di sekitar titik (xo,yo, Zo)-
Titik Kritis
Sebuah pertanyaan standar dalam kalkulus, dengan aplikasi untuk banyak

bidang, adalah untuk menemukan titik di mana suatu fungsi mencapai

maksimum dan minimum relatifnya.

Seperti halnya dalam kalkulus variabel tunggal, kita akan mencari nilai
maksimum dan minimum (secara kolektif disebut extrema) di titik (x,,y,) di
mana turunan pertamanya adalah 0. Oleh karena itu, kita mendefinisikan

titik kritis sebagai titik sebarang (x,,y,) dimana:

of of
a(xo'YO) =0 dan @(xo'}’o) =0

Seringkali kita akan menyingkatnya menjadi f, = 0 dan f,, = 0.

Tugas pertama kita adalah memverifikasi bahwa relatif maksimum dan
minimum terjadi pada titik kritis. Gambar di bawah mengilustrasikan bahwa

mereka terjadi di tempat-tempat di mana bidang tangen horizontal.
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Karena bidang horizontal berbentuk z = konstan maka persamaan bidang

tangen di (xg, yo,Z9) adalah:
z = Zo + fr (X0, Y0) (x — x0) + fy, (X0, Y0) (Y — ¥o)

Kita lihat bidang tangen horizontal ketika:

fx(xO'yO) =0 dan fy(xo,yo) =0

Dengan demikian, ekstrema terjadi pada titik kritis. Namun, seperti halnya

dalam kalkulus variabel tunggal, tidak semua titik kritis bersifat ekstrema.
Contoh 8:
Temukan titik kritis dari z = x? + y% + 5.

Jawab:

62_2 q 62_2
i x dan ay_ y

Jelas satu-satunya titik di mana kedua turunannya O adalah titik (0,0). Jadi,
ada satu titik kritis di (0, 0). Gambar di atas menunjukkan dengan jelas titik

di mana z mencapai nilai minimum. (Lihat gambar di kanan atas.)

Contoh 9:
Temukan titik kritis dari z = 1 — x? — y2.
Jawab:

az_ 2% d 62_ 5
Froi x dan 3y~ y

Jelas satu-satunya titik di mana kedua turunan tersebut berada O adalah
(0,0). Jadi, ada satu titik kritis di (0,0). Gambar di atas menunjukkan
dengan jelas titik di mana z mencapai nilai maksimum. (Lihat gambar di kiri

atas.)
Contoh 10:

Temukan titik kritis dari z = —x? + y2.
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Jawab:

62_ 2% d 62_2
i x dan ay_ y

Jelas satu-satunya titik di mana kedua turunan tersebut berada 0 adalah
(0,0). Jadi, ada satu titik kritis di (0,0). Gambar berikut menunjukkan

bahwa titik itu bukan minimum atau maksimum.

Contoh 11:
Membuat kotak dengan bahan yang minimum.

Kotak terbuat dari karton dengan tebal sisi dua kali lipat, tebal bagian bawah
tiga kali lipat, tebal depan dan belakang tunggal dan tanpa bagian atas.

Volume = 3.
Dimensi apa yang menggunakan karton paling sedikit?

Jawab:

£

Misalkan kotak yang akan dibuat memiliki dimensi x,y,z seperti pada

gambar.
Luas satu sisi = yz. Ada dua sisi tebal ganda = karton yang digunakan = 4yz.

Luas bagian depan dan belakang = xz. Sisi tebal tunggal = karton yang

digunakan = 2xz.

Luas bagian bawah = xy. Tebal tiga kali lipat = karton yang digunakan = 3xy.
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Jadi, total kardus yang digunakan adalah:

w = 4yz + 2xz + 3xy

3
Volume=3=xyz = z =—
xy
Substitusi z ke dalam w diperoleh:

2.0
w=— y xy

Selanjutnya kita tentukan titik kritis dari w.

12 6
wx=—F+3y=0, Wy=—F+3x=0

Persamaan pertama menyiratkan:

4
y= 2
Substitusi ke dalam persamaan kedua memberikan:

6 *4+3x=0
16x X =

Diperoleh, x = 0 atau x = 2.

Kita tolak 0 karena membuat y menjadi tak tentu. Gunakan x =2 kita
peroleh y = 1. Dengan demikian, terdapat satu titik kritis di (2,1) dan pada
titik ini kita peroleh z = 3/2.

Titik ini memberikan kotak dengan karton minimum yang digunakan karena
secara fisik kita tahu pasti ada minimum di suatu tempat. Nanti kita akan

belajar mengeceknya dengan tes turunan kedua.
Kuadrat Terkecil
Garis Kuadrat Terkecil

Misalkan kita memiliki jumlah n yang besar dari titik-titik yang ditentukan
secara eksperimental, di mana kita ingin melewati sebuah kurva. Ada rumus
(rumus interpolasi Lagrange) yang menghasilkan kurva polinomial derajat
n—1 yang melewati titik-titik dengan tepat. Tetapi biasanya orang ingin

menemukan kurva sederhana, seperti garis, parabola, atau eksponensial,
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yang kira-kira melewati titik-titik, bukan polinomial tingkat tinggi yang
persis melewatinya. Alasannya adalah bahwa lokasi titik sampai batas
tertentu ditentukan oleh kesalahan eksperimental, jadi salah satu
keinginannya adalah melihat kurva yang tampak mulus dimana rata-ratanya
muncul dari kesalahan ini, bukan polinomial bergelombang yang dianggap

serius.

Pada bagian ini, kita mempertimbangkan kasus yang paling umum -

menemukan garis yang

kira-kira melewati sekumpulan titik data.

Misalkan titik datanya adalah:

(xlt yl)' (xZP yZ)' ey (xnyn)

dan kita ingin menentukan garisnya:
y=ax+Db (D

yang "terbaik" melewati titik-titik tersebut. Dengan asumsi kesalahan kita
dalam pengukuran didistribusikan secara acak sesuai dengan kurva
berbentuk lonceng normal (yang disebut "distribusi Gaussian"), dapat
ditunjukkan bahwa pilihan yang tepat dari a dan b dimana jumlah kuadrat

penyimpangan dari D adalah:

D= Z(yl- — (ax; + b))? 2)
i=1

adalah minimum. Dalam rumus (2), kuantitas dalam tanda kurung

(diperlihatkan dengan garis putus-putus pada gambar) adalah
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penyimpangan antara nilai y; dan ax; + b yang diamati yang akan diprediksi

menggunakan garis (1).

( -ﬁ;};)

{1 (x, ax r:—b)

Penyimpangan dikuadratkan untuk alasan teoretis yang terkait dengan
distribusi kesalahan Gaussian yang diasumsikan; Namun perlu dicatat
bahwa pengaruhnya adalah untuk memastikan bahwa kita hanya

menjumlahkan jumlah positif; ini penting, karena kita tidak

ingin penyimpangan dari tanda yang berlawanan saling meniadakan. Ini juga
membebani lebih banyak penyimpangan yang lebih besar, menjaga peneliti
tetap jujur, karena mereka cenderung mengabaikan penyimpangan besar

("Saya sakit kepala hari itu").

Resep untuk menemukan garis (1) ini disebut metode kuadrat terkecil, dan

garis yang dihasilkan (1) disebut garis kuadrat terkecil atau garis regresi.

Untuk menghitung nilai a dan b yang membuat D minimal, kita melihat di

mana dua turunan parsialnya adalah nol:

D <

Fri Z 2(yi —ax; —=b)(=x;) = 0

o 3)

=5 = 20— ax—b)(=1) =0
i=1

Ini memberi kita sepasang persamaan linier untuk menentukan a dan b,
seperti yang kita lihat dengan mengumpulkan persyaratan dan

membatalkan (2) diperoleh:

N xyi= (Y x2) at (Yx )b "
Zyi=(2xi)a+nb
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(Perhatikan bahwa ini menghemat banyak pekerjaan dengan menurunkan
(2) menggunakan aturan rantai, daripada terlebih dahulu memperluas

kuadrat).

Persamaan (4) biasanya dibagi dengan n untuk mendapatkan bentuk yang

lebih ekspresif, yaitu:

1 -
Ez x;y; =sa+Xxb (5)
y=Xxa+b
Dimana x dan y adalah rata-rata dari x; dan y; dan s adalah rata-rata

kuadrat.

Dari titik ini gunakan aljabar linier untuk menentukan a dan b. Ini adalah
latihan yang bagus untuk dilihat bahwa persamaan selalu dapat dipecahkan
kecuali semua x; sama (dalam hal ini garis terbaik adalah vertikal dan tidak

dapat ditulis dalam bentuk (1)).

Dalam praktiknya, garis kuadrat terkecil ditemukan dengan menekan
tombol kalkulator, atau memberikan perintah MatLab. Contoh penghitungan
garis kuadrat-terkecil ada pada latihan yang menyertai perkuliahan.
Lakukan dari awal, mulai dari (2), karena tujuannya di sini adalah untuk
berlatih dengan masalah max-min dalam beberapa variabel; jangan
hubungkan ke persamaan (5). Ingatlah untuk membedakan (2)
menggunakan aturan rantai; jangan memperluas kuadrat, yang

menyebabkan aljabar berantakan dan kemungkinan besar kesalahan.
Menyesuaikan kurva dengan kuadrat terkecil

Jika titik-titik percobaan tampaknya mengikuti kurva daripada garis,
mungkin lebih masuk akal untuk mencoba menyesuaikan polinomial derajat

kedua ke dalam bentuk:
y =ay+ a;x + a,x? (6)

Jika hanya ada tiga titik, kita dapat melakukan ini dengan tepat (dengan
rumus interpolasi Lagrange). Untuk lebih banyak titik, bagaimanapun, kita
sekali lagi mencari nilai ag,a,,a, di mana jumlah dari kuadrat deviasinya

adalah minimal, yaitu:
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n
2
D= (3~ (@ +ax +apxd) @
i=1

Sekarang ada tiga kuantitas yang tidak diketahui, ay,a4,a,. Menghitung
(ingat untuk menggunakan aturan rantai!) tiga turunan parsial dD/da;, i =0,
1, 2, dan mengaturnya sama dengan nol mengarah ke sistem kuadrat dari
tiga persamaan linier; yaitu a; tiga hal yang tidak diketahui, dan koefisien
bergantung pada titik data (x;,y;). Mereka dapat diselesaikan dengan
menemukan matriks invers, eliminasi, atau menggunakan kalkulator atau

MatLab.

Jika titik-titik tampaknya semakin banyak di sepanjang garis seperti x — o,
tetapi terletak di satu sisi garis untuk nilai x yang rendah, mungkin masuk

akal untuk mencoba fungsi yang memiliki perilaku serupa, seperti:

1
y=a0+a1x+a2; (8)

dan sekali lagi meminimalkan jumlah kuadrat penyimpangan, seperti dalam
(7). Secara umum, metode kuadrat terkecil ini berlaku untuk ekspresi
percobaan bentuk:

y =aofo(x) +a;fi(x) + -+ a, fr(x) 9

Dimana f;(x) adalah fungsi (biasanya yang sederhana seperti 1,x,x2,§,ek",

dll. Ekspresi seperti (9) disebut kombinasi linear dari fungsi f;(x). Metode
yang menghasilkan sistem persamaan linear persegi tidak homogen dengan

a,, --., 4, yang dapat diselesaikan dengan
menemukan matriks invers ke sistem, atau dengan eliminasi.
Metode ini juga berlaku untuk menemukan fungsi linier:
Z=a; + ax + azy (10)
untuk menyesuaikan dengan satu set titik data:

(X1. yllzl): (xn: Yns Zn) (11)

dimana terdapat dua variabel independen x dan y dan variabel dependen z (
ini adalah kuantitas yang diukur secara eksperimental, untuk nilai yang
berbeda dari (x, y)). Kali ini setelah melakukan diferensiasi kita mendapatkan

sistem persamaan linier 3 X 3 untuk menentukan (aq, a,, as).
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Poin penting dalam semua ini adalah bahwa koefisien yang tidak diketahui
a; harus terjadi linier dalam fungsi uji coba. Coba paskan fungsi seperti ce®*
ke titik data dengan menggunakan kuadrat terkecil, dan Anda akan segera
melihat kesulitannya. (Karena ini adalah masalah penting - memasangkan
eksponensial ke titik data - salah satu Latihan menjelaskan cara

menyesuaikan metode dengan jenis masalah ini.)
Contoh 12:
Gunakan metode kuadrat terkecil untuk mendapatkan garis terbaik dari
titik-titik:
(0,0),(1,2),(2,1),(3,4)
Jawab:

Kita akan menyusun garis y = ax + b yang merupakan model terbaik dari

data. Deviasi data titik (x;,y;) dari model adalah:
yi — (ax; + b)

Jumlah kuadrat deviasi adalah:
D=(0-(@0+b)’ +(2-(a1+b) +(1-(a2+b) +(4—-(@3+D)
D=b*>+2—-a—-b)>+(1—-2a—-b)?+(4—3a—-b)?

Ambil turunan dari D dan buat sama dengan O.

D
—-=-22-a-b)~4(1-2a~b)~6(4~3a~b)=0

28a + 12b = 32 atau 14a + 6b = 16

aD
sp=2b-22-a-b)-2(1-2a~b)~2(4-3a~b)=0

12a+ 8b =14 atau 6a+4b =7

Sehingga diperoleh:
~1n b= 1
“T10° " T 10
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y=1l1lr+.1

Uji Turunan Kedua

Kita mulai dengan mengingat situasi untuk dua kali turunan dari fungsi f(x)
satu variabel. Untuk menemukan maxima dan minima lokal (atau "relatif"),

kita mulai dari:

a) temukan titik kritis, yaitu solusi dari f'(x) = 0;

b) menerapkan uji turunan kedua untuk setiap titik kritis x,, diperoleh:
f"(x¢) >0 = x, adalah titik minimum lokal;
f""(x9) < 0 = x, adalah titik maksimum lokal.

Ide di balik uji turunan kedua ini adalah: di x, kemiringan f'(x) = 0; jika
f"(x) >0, maka f'(x) meningkat secara ketat untuk x dekat x,, sehingga
gradiennya negatif ke kiri dari x, dan positif ke kanan, yang menunjukkan

bahwa x, adalah titik minimum. Alasan untuk titik maksimum serupa.

Jika f"(x) =0, pengujian gagal dan harus diselidiki lebih lanjut, dengan
mengambil lebih banyak turunan, atau mendapatkan lebih banyak informasi
tentang grafik. Selain maksimal atau minimal seperti itu, sebuah titik juga

bisa menjadi titik refleksi horizontal.

Uji analog untuk fungsi maksimal dan minimum dari dua variabel f(x,y)
sedikit lebih rumit, karena ada beberapa persamaan yang harus dipenuhi,
beberapa turunan yang harus diperhitungkan, dan kemungkinan geometris
penting lainnya untuk titik kritis, yaitu titik pelana atau sadel. Ini adalah
titik minimum lokal; sekitar titik grafik f(x,y) terlihat seperti bagian tengah

pelana, atau wilayah di sekitar titik tertinggi lintasan gunung. Di sekitar titik
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sadel, grafik fungsi terletak di atas dan di bawah bidang tangen horizontal

pada titik tersebut.

Uji turunan kedua untuk maxima, minima, dan saddle point memiliki dua

langkah.

1.

Temukan titik kritis dengan menyelesaikan persamaan simultan berikut
ini:

fr(x,y) =0

f y (x,y) =0

Karena titik kritis (xq,y,) adalah solusi untuk kedua persamaan, kedua
turunan parsial adalah nol, sehingga bidang tangen pada grafik f(x,y)

horizontal.

Untuk menguji titik seperti itu untuk melihat apakah itu titik maksimum
atau minimum lokal, kita menghitung tiga turunan kedua pada titik (kita
menggunakan subskrip O untuk menunjukkan evaluasi di (xg,Yo),
sebagai contoh (f), = f(x0,¥)), dan menotasikan nilai-nilainya dengan

A,B,dan C:
A= (fxx)o' B = (fxy)o = (fyx)o' C= (fJ/J/)O (1)

(kita mengasumsikan turunannya ada dan berkelanjutan).

Definisi Uji Turunan Kedua

Misalkan (x,,y,) adalah titik kritis dari f(x,y) dan A = f,,(x0,¥0), B =

fxy(xo;J’o) = fyx(xo:y0)7 dan C = fyy(xo'yo): maka:

AC—B?>0,A> 0,atau C > 0 = (xp,y,) adalah titik minimum;

AC—B?>0,A< 0,atau C < 0 = (x,y,) adalah titik maksimum;

AC —B? > 0 = (x,,Y,) adalah titik pelana atau titik sadel.

Jika AC — B? = 0, pengujian gagal dan diperlukan penyelidikan lebih lanjut.

Perhatikan bahwa jika AC —B? >0, maka AC >0, maka A dan C harus

memiliki tanda yang sama.

Contoh 13.

Tentukan titik kritis dari w = 12x2 + y3 — 12xy dan tentukan tipenya.

136



FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL DAN PERSAMAAN BIDANG

Jawab.

Kita hitung turunan parsial dari w yaitu:

= 24x—12y A= W =24
) = Wyy = —12 2
wy = 3y° — 12x C= _
= Wy, = 6y

Untuk menemukan titik kritis kita selesaikan persamaan w, = 0 dan w,, =0

secara bersamaan, diperoleh:

. =0 =2 =
_0:>y x =>4x2=4x=>x=0/\1=>(x’y) (0,0)

Wy y? = 4x (x,y) = (1,2)

Jadi ada dua titik kritis: (0, 0) dan (1, 2). Untuk menentukan jenisnya, kita
menggunakan uji turunan kedua, di mana kita punya AC — B? = 144y — 144,
sehingga:

di (0, 0), kita punya AC — B?> = —144, dan ini adalah titik pelana;

di (1, 2), kita punya AC — B?

144 dan A> 0, dan ini adalah titik minimum.

Plot level kurva seperti terlihat pada gambar berikut, yang menegaskan hal

di atas.

| | | I
\ 'I" II| |m| IIII||IIIIIIIIII
I| '|"'II L|||||II|I||I
1 3

Gambar 4. 9. Level Kurva dariw = 12x* + y3 — 12xy

Perhatikan bahwa perilaku level kurva dekat titik pusat dapat ditentukan

dengan menggunakan aproksimasi:

w =~ 12x% — 12xy

137



FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL DAN PERSAMAAN BIDANG

ini menunjukkan level kurva di dekat (0, O) terlihat seperti fungsi x(x — y):
keluarga hiperbola x(x —y) =c¢, dengan asimtot yang diberikan oleh
hiperbola menurun menjadi x(x — y) = 0, yaitu pasangan garis x = 0 (sumbu

y) dan x —y = 0 (garis diagonal y = x).
Justifikasi untuk Uji Turunan Kedua

Uji turunan kedua melibatkan kuantitas AC — B?. Secara umum, setiap kali
kita melihat ekspresi B? —4AC atau B? — AC atau negatifnya, itu berarti

rumus kuadrat terlibat, dalam salah satu dari dua bentuknya yaitu:

, ~B +VBZ — 4AC
Ax*+Bx+(C=0>x = 3
2A
—B +VB? — AC
Ax*+2Bx+C=0=>x = 1 4)

Inilah yang terjadi di sini. Kita ingin tahu apakah, mendekati titik kritis P,
grafik fungsi w = f(x,y) selalu berada di satu sisi bidang tangen horizontal (
P, adalah titik maksimum atau minimum), atau apakah terletak sebagian di
atas dan sebagian di bawah bidang tangen (P, kemudian menjadi titik sadel).
Seperti yang akan kita lihat, ini ditentukan oleh bagaimana grafik fungsi

kuadrat f(x) berada terhadap sumbu x. Inilah lemma dasarnya.

Lemma. Untuk fungsi kuadrat Ax? + 2Bx + C, berlaku:

AC—B?>0,A> 0atauC > 0 = Ax? + 2Bx + C > 0 untuk semua x (5)

AC—B?>0,A< 0atauC < 0 = Ax?+ 2Bx + C < 0 untuk semua x (6)
Ax? + 2Bx + C > 0 untuk semua x

AC — B? <0${ 7
Ax? + 2Bx + C < 0 untuk semua x ™

Bukti Lemma.

Untuk membuktikan (5), kita perhatikan bahwa rumus kuadrat pada bentuk
(4) menunjukkan angka nol pada Ax? + 2Bx + C adalah imajiner, yaitu tidak
memiliki angka nol yang nyata. Oleh karena itu grafiknya harus seluruhnya
terletak pada satu sisi dari sumbu x; sisi mana yang dapat ditentukan dari

salah satu A atau C, karena:

A>0= lim Ax?2+2Bx+ C = o0; C > 0 = Ax? + 2Bx + C ketika x = 0.

X— 00

Jika A < 0 atau C < 0, penalarannya analog dan membuktikan (6).
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Jika di sisi lain AC — B? < 0, rumus (4) menunjukkan fungsi kuadrat memiliki
dua akar real, sehingga grafik parabola melintasi sumbu x dua kali, dan
karenanya terletak sebagian di atas dan sebagian di bawahnya. Kondisi ini

membuktikan (7).
Bukti Uji Turunan Kedua dalam Kasus Khusus.

Fungsi paling sederhana adalah fungsi linier, w == w, + ax + by, tetapi
secara umum tidak memiliki titik maksimum atau minimum dan turunan
keduanya semuanya nol. Fungsi yang paling sederhana untuk memiliki titik

kritis adalah fungsi kuadrat, yang kita tulis dalam bentuk:
1
w=w0+ax+by+§(Ax2+ZBxy+Cy2) (8)

Fungsi seperti itu secara umum memiliki titik kritis unik, yang akan kita
asumsikan titik kritisnya adalah (0, 0); ini memberi fungsi bentuk khusus,

yang dapat kita tentukan dengan mengevaluasi turunan parsial di (0, 0):

=A
(Wdo=a "
x/0 _ Wy = B (9)
(wy), =b
0 Wyy =C

(Tampilan rapi di atas menjelaskan 1/2 dan 2B dalam (8).) Karena (0, 0)
adalah titik kritis,

(9) menunjukkan bahwa a=0 dan b =0, maka fungsi kuadrat akan
berbentuk:

1
w—wy = E(sz + 2Bxy + Cy?) (10)

Kita pindahkan w, ke ruas kiri karena bidang tangen di (0, 0) adalah bidang
horizontal w =w,, dan kita tertarik pada apakah grafik fungsi kuadrat

terletak di atas atau di bawah

bidang tangen ini, yaitu apakah w —wy > 0 atau w — wy < 0 di titik selain titik

pusat.

Jika (x,y) # (0,0), maka salah satu dari x # 0 atau y # 0. Misalkan y # 0,
maka. (10) dapat ditulis sebagai berikut:

- =—[ — +23 )+c] (11)

139



FUNGSI DUA PEUBAH, TURUNAN PARSIAL DAN PERSAMAAN BIDANG

Kita tahu bahwa y? > 0 jika y # 0; menerapkan lemma kita sebelumnya ke
faktor di sebelah kanan (11), (atau jika y = O, tukar x dan y di (11) dan

menerapkan lemma), kita dapatkan:

AC—B?>0,A> 0atauC > 0 = w —w, > 0 untuk semua (x,y) # (0,0)
= (0,0) adalah titik minimum.

AC—B?>0,A< 0atauC < 0 > w —w, < 0 untuk semua (x,y) # (0,0)
= (0,0) adalah titik maksimum.

w — wy > 0 untuk beberapa (x, y)

_ p2
AC—B“< 0> {W — wy < 0 untuk beberapa (x, y)

= (0,0) adalah titik sadel.
Argumen untuk Uji Turunan Kedua untuk Fungsi Umum

Bagian ini tidak kaku, hanya sugestif, tetapi akan memberikan ide yang
tepat. Kita perhatikan fungsi umum w = f(x,y), dan anggap memiliki titik
kritis di (xg,y,), dan turunan kedua kontinu di sekitar titik kritis. Kemudian
dengan generalisasi rumus Taylor untuk fungsi beberapa variabel, fungsi
tersebut memiliki aproksimasi kuadrat terbaik pada titik kritis. Untuk
menyederhanakan notasi, kita akan memindahkan titik kritis ke titik asal

dengan melakukan perubahan variabel, yaitu:
U=x—x95, V=Y—Yp

Maka aproksimasi kuadrat terbaiknya adalah:
1
w=f(x,y) ~wy+ E(AuZZBuv + Cv?) (13)

di sini koefisien A, B, C diberikan seperti dalam (1) oleh turunan parsial
kedua terhadap u dan v di (0, 0), atau apa yang sama (menurut aturan rantai

— lihat catatan kaki di bawah),
oleh turunan parsial kedua terhadap x dan y di (xg, V).

(Secara intuitif, orang dapat melihat koefisien memiliki nilai-nilai ini dengan
menurunkan kedua sisi (13) dan menganggap aproksimasi adalah
persamaan. Tidak ada suku linier di u dan v di sebelah kanan karena (0,0)

adalah titik kritis.)
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Karena fungsi kuadrat di sebelah kanan (13) adalah aproksimasi terbaik
padaw = f(x,)

untuk (x,y) dekat dengan (xq,y,), masuk akal untuk menganggap bahwa
grafik yang terbentuk pada dasarnya adalah sama dekat dengan (xg,y,).
Sehingga jika fungsi kuadrat memiliki titik maksimum, minimum atau

saddle di sana, begitu juga f(x,y).

Dengan demikian, hasil yang kita peroleh untuk kasus khusus dari fungsi
kuadrat memiliki titik pusat sebagai titik kritis yang dibawa ke fungsi umum
f(x,y) di titik kritis (xq,y,), jika kita menafsirkan A, B, C sebagai turunan

parsial kedua di (x,, yo), maka inilah yang dikatakan oleh tes turunan kedua.
Catatan kaki:

Menggunakan u = x — x, dan v = y — y,, kita bisa menerapkan aturan rantai
untuk turunan parsial, yang memberitahu kita bahwa untuk semua x,y dan

u, v yang sesuai, kita peroleh:

ou v
Wx:Wua'l'an:Wuv karenau, = 1danv, =0
Dan dengan cara yang serupa diperoleh, w, = w,. Oleh karena itu pada titik

yang sesuai, diperoleh:
Ws) (x030) = W) (0,0 (WJ’)(xo,yo) = (Wy)(0,0)

dan melakukan turunan sekali lagi dan menggunakan alasan yang sama,

diperoleh:

(Wxx)(xo,yo) = (Wu'”)(O,O)' (ny)(xo'%) = (Wuv)(O,O)v (Wyy)(xoyo) = (va)(0,0)

Latihan 4

Gambarkan grafik dari z = y? — x2.

Buatlah gambar level kurva dari z = xy.

Misalkan z = x2 + y2.

(@) Tentukan persamaan bidang tangen pada z = x? + y? di titik (2,1,5).
(b) Tentukan aproksimasi tangen untuk z dekat dengan titik (xg,y,) =

2,1).
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4. Tentukan semua titik kritis dari:
flx,y) =x6+y3+6x—12y+7
5. Tentukan dan klasifikasikan semua titik kritis dari:

w=x3+1D@H3+1)

Jawaban 4

1. Langkah:
a. Gambarkan jejak pada bidang yz di mana lintasan berupa parabola
terbuka ke atas.
b. Kemudian gambarkan jejak pada bidang xz dengan y =0,y =1 dan
y=-1.
c. Akhirnya gambarkan jejak pada bidang yz dengan x = 1 dan x = —1.

d. Gambarkan garis tampilan belakang dengan garis putus-putus.

Gambar permukaan ini disebut sadel atau hiperbolik paraboloid.

Gambar 4. 10. Sketsa z = y* — x?

Dengan menggunakan Octave diperoleh:
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Gambar 4. 11. Permukaan Paraboloid z = y* — x
Sintaks:

>> [x,y] = meshgrid(-1.5:0.05:1.5);

>>z=yN2 - x.N2;

>> surf(x,y,z);

>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

Gunakan Octave untuk membuat level kurva pada kontur y = xy. Level
kurva adalah hiperbola pada bidang xy = konstan. Kita berikan label

setiap level kurva dengan nilai-nilai konstannya.

Gambar level kurva menggunakan Octave:
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4 -2 0 2 4
X

Gambar 4. 12. Level Kurva pada Kontur z = xy

Sintaks:

>> [x,y] = meshgrid(-5:0.05:5);
>> z=x.*y;

>> contour(x,y,z)

>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel('y");

aZ—Zd 62_2 :>az(21)—4d 8221 =2
(a) Fvi x anay— y 7 &) = an c')y(')_ .

Bidang tangen di (2,1,5) adalah:
0z

0
G-9=5] G-D+3] v-D=t-2+20-D
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(b) Aproksimasi tangen dalam formula yang sama dengan interpretasi
untuk nilai tetap (x,,y,) nilai z pada grafik fungsi dekat dengan

bidang tangen.
Maka, untuk (xg,y,) = (2,1) diperoleh:
Az = 4Ax + 2Ay

Turunan parsial pertama:

az_ 5
a—6x +6
a—Z=3y'ﬁ’—12
dy

Atur turunan parsial pertama sama dengan O, maka x =1 dan y = +2.
Maka titik kritisnya adalah: (—1,2) dan (-1, —2).

Ambil turunan parsial pertama dan atur turunan parsial sama dengan
0.

w, =3x%(y3+1) =0
wy, =3y%(x*+1) =0
Dari persamaan satu berimplikasi x = 0 atau y = —1. Selanjutnya, hasil
tadi kita terapkan pada persamaan kedua, diperoleh:
Jika x = 0 maka w, = 0 dan y = 0. Akibatnya, titik kritisnya adalah (0,0).
Jika y = —1 maka w, = 0 dan x = —1. Akibatnya, titik kritisnya adalah
(-1,-1).
Selanjutnya ambil turunan parsial kedua, diperoleh:
Wiy = 6x(y° + 1)
Wyy = Ix2y?
wyy = 6y(x3 +1)
Kemudian, kita uji titik kritis ke dalam turunan parsial kedua, diperoleh:
Pada (=1,-1), 4 = Wy, (=1,-1) = 0, B = wy, (=1,-1) = 9, € = wy,,(=1,-1) =
0.
Maka AC —B? = —81< 0, artinya titik kritis adalah sadel atau titik
pelana.
Pada (0,0), A = wy,(0,0) =0, B = w,,,(0,0) =0, C =w,,(0,0) =0.

Maka AC — B? = 0, artinya uji turunan kedua tidak memenuhi.
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Rangkuman 4

1.

Level kurva dari f dua variabel adalah kurva dengan persamaan f(x,y) =
k di mana k adalah konstanta.
Notasi Turunan Parsial
Jika z = f(x,y) maka:
of _
fo= fiey) = = e y) = = fi=Duf = Dof
fy =Gy = ay ayf( %,9) === fo = Dof = Dyf
Persamaan bidang tangen pada w = f(x,y) di titik (x,, y,) adalah:
ow ow
W =Wy = (a) (x — x0) + (ay) v —¥o)
Atau
w —wo = fi(x0,¥0) (X — x0) + £5,(X0, Y0) Y — ¥o)
Titik kritis adalah titik sebarang (x,,y,) dimana:
af af
a(xo»J’o) =0 dan @(XO:YO) =0
Seringkali kita akan menyingkatnya menjadi f, =0 dan f, =0
Misalkan (x,,y,) adalah titik kritis dari f(x,y) dan A = f,.(X0,¥0), B =

fxy(xo:J’o) = fyx(xOJYO)7 dan C = fyy(xOvyO): maka:

AC—B?>0,A> 0,atau C > 0 = (xg,y,) adalah titik minimum;
AC—B?>0,A< 0,atau C < 0 = (x4,y,) adalah titik maksimum,;
AC —B? > 0= (x,,Y,) adalah titik pelana atau titik sadel.

Tes Formatif 4

1.

Turunan parsial kedua yang tepat dari f(x,y) = x3 + x?y3 — 2y? adalah ...
A. frx = 6xy?

B. fyx = 6x+2y3
C. fyy = 6xy*+2y°
D. for = 6x%y% —4
E. f,, =6x’y—4
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Bidang tangen dari paraboloid eliptik z = 2x? + y? di titik (1,1,3) adalah

A. z=2x+4y -3
B. z=4x-2y+3
C.
D
E

z=4x+2y—3

.z=2x—4y -3
. z=2x+2y+3

Bentuk linier dari f(x,y) = (x + y + 2)? di titik (1,2) adalah ...

@ o ow»

L(x,y) =10x+ 10y —5
L(x,y) =4x+4y+4
L(x,y) =10x+4y —5
L(x,y) =4x+ 10y + 4
L(x,y) =4x+4y—5

Bentuk aproksimasi volume silinder dengan r = 2 dan tinggi h = 3 adalah

w o ow»

AV ~ mr?h

AV = 4mAr + 12mAh
AV ~ Ar?Ah

AV = 12mAr + 4nAh
AV ~ 12nAr?Ah

Titik kritis dan jenis titik dari f(x,y) = x® + y3 + 6x — 12y + 7 yang tepat
adalah ...

A.

(—1,-2) titik minimum

. (—1,-2) titik pelana
. (—1,2) titik maksimum

B
C
D.
E

(—1,2) titik pelana

. (—1,-2) titik maksimum

Jawaban Tes Formatif 4

1.

E

flry) = x% +x%y® — 2y
fe = 3x% + 2xy3

fy = 3x%y* — 4y

fox = 6x + 2y3

fxy

= fyx = 6xy2
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fyy = 6x%y — 4
C
Jika f memiliki turunan parsial kontinu, maka persamaan bidang
tangen pada z = f(x,y) di titik P(x,, y,, 2z9) adalah:
z = 2Zy = fx(X0,Y0)(x — x0) + f,(x0¥0) (¥ — Yo)
z=2x%+y?
Z, = 4x
Zy =2y
7, (1,1) = 4
z,(1,1) = 2
Maka persamaan bidang tangen di titik (1,1,3) adalah:
z=3=4x-1)+2(y-1)
z=4x+2y—3
A
L(x,y) = f(a,b) + fi(a,b)(x — a) + f,,(a, b)(y — b)
f(x,y) = (x +y + 2)? dan titik (1,2)
£(1,2) =25
fx = 2(x + y + 2) maka f,(1,2) = 10
fy = 2(x +y + 2) maka f,(1,2) = 10
Maka:
L(x,y) =254+10(x—-1)+10(y — 2)
L(x,y) =10x+ 10y —5

D

Kita tahu bahwa V = nr?hdanr=2,h =3
av

3 = V. = 2nrh

v ,

7 Vy, =mnr

AV = V,.(2,3)Ar + V,(2,3)Ah
AV = 12nAr + 4mwAh
B

Ambil turunan parsial pertama dan buat sama dengan O, diperoleh:

0z

a=zx=6x5+6=0

x=-1
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0z

@=Zy=3y2—12=0
y==2

Maka titik kritisnya adalah (—1,2) dan (—1,—-2).

Ambil turunan parsial kedua, diperoleh:

0%z 4
ﬁ =Zyx = 30x
0%z
m = Zyy = 0
0%z
a—yz = Zyy = 6y

Selanjutnya uji titik kritis ke dalam turunan kedua, diperoleh:

Pada (—1,—-2), diperoleh:

A=2,(-1,-2) =30, B =2,(-1,-2) =0, C = z,,,(-1,-2) = —12.
Sehingga AC — B?> = —360 < 0, artinya titik kritis adalah titik pelana.
Pada (—1,2), diperoleh:

A=2,(-12) =30, B =12,(-12) =0, C = z,,(-1,2) = 12.

Sehingga AC — B? = 360 > 0, artinya titik kritis adalah titik minimum.
Jadi, titik kritis dan jenis titik yang tepat adalah:

(—1,-2) titik pelana

(—1,2) titik minimum

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 4 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 4.

Tingkat P _Jumlah Jawaban yang Benar x 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:

90 — 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 — 100% = cukup
<100% = kurang
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Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 5. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda harus

mengulangi Modul 4, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL S

ATURAN RANTAI, TURUNAN TOTAL &
BERARAH, PENGALI LAGRANGE

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan masalah

menggunakan konsep aturan
rantai, gradien, turunan berarah,
pengali Lagrange dan turunan

dengan constrain.

Materi 5
Turunan Total

Turunan total dari fungsi w = f(x,y,z) di titik P(xq, Vg, 29) didefinisikan

dengan:
dw = wy (X, Yo, Zo)dx + wy, (X, Yo, Zo)dy + W, (X0, Yo, Z0)dz

Aturan rantai adalah aturan melakukan turunan dari suatu fungsi yang
saling bersambung seperti rantai [5]. Tedapat dua kasus pada aturan rantai,

yaitu:
Kasus 1:

Misalkan z = f(x,y) adalah fungsi yang dapat diturunkan terhadap x dan y
di mana x = g(t) dan y = h(t), keduanya dapat diturunkan terhadap t, maka:

dz_afdx_l_(')fdy
dt  dxdt dydt
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Kasus 2:

Misalkan z = f(x,y) adalah fungsi yang dapat diturunkan terhadap x dan y
di mana x = g(s,t) dan y = h(s,t), dan keduanya dapat diturunkan terhadap

s dan t, maka:

0z azax+azay
ds O0xds dyads
0z azax+azay
ot odx ot dyot

Untuk memahami turunan total dan aturan rantai, perhatikan contoh

berikut.

Contoh 1:

Tentukan turunan total dari w = x°yz + xy + z + 3 di (1,2,3).
Jawab:

Total turunan di titik (x, yo, z9) adalah:

dw = wy (X, Yo, Zo)dx + wy, (X, Yo, Zo)dy + W, (X0, Yo, Z0)dz

ow

Wy = ™ dibaca parsial w parsial x dimana variabel selain x dianggap konstanta
ow

wy = @ dibaca parsial w parsial y dimana variabel selain y dianggap konstanta
ow

W =o- dibaca parsial w parsial z dimana variabel selain z dianggap konstanta

Pada kasus ini diperoleh:
w, = 3x%yz+y
wy =x3z+x
w, =x3y +1
Substitusi titik (1,2,3) ke Wi, Wy, Wy diperoleh:
w,(1,2,3) = 20, wy(1,2,3) = 4, w,(1,2,3) =3
Maka turunan total dari w = x3yz + xy + z + 3 di (1,2,3) adalah:

dw = 20dx + 4dy + 3dz
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Contoh 2:

Misalkan w = x3yz+ xy + z+ 3 dan x = 3cost,y = 3sint, z = 2t.

Hitunglah . dan tentukan nilai 2 di ¢ =
lunga dt an tentukan nilal dt 10 = 2

Jawab:

Pada kasus ini, kita tidak melakukan substitusi x,y,z sebelum melakukan

penurunan, namun kita kita gunakan aturan rantai.

dw 6wdx+awdy+awdz
dt  dxdt dydt 0zdt

dw_

o (Bx%yz + y)(—3sint) + (x3z + x)(3cost) + (x3y + 1)(2)

Nilai x,y,z di t = /2 adalah:

Maka:

dw

2| = BED OO + (D) = -7
/2

Contoh 3:

Tunjukkan bagaimana rumus aproksimasi tangen menghantarkan kita pada

aturan rantai.
Jawab:

Rumus aproksimasi tangen:

af
Aw ~ —
v dx

of
Ax + —
0 dy

)
Ay+—f

Az
0 0z

0

Jika x,y,z adalah fungsi waktu maka membagi aproksimasi dengan At

diperoleh:

Aw  Of

Ax Of
At Ox

Ay 0
by  of
oAt 0y

OAt 0z

Az
o At

Ambil limit pada kedua ruas di mana At - 0, maka kita dapat aturan rantai.

dw awdx_l_c')wdy_l_c')wdz
dt  dxdt dydt 0dzdt
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Aturan Rantai

Sekarang kita akan memformulasikan aturan rantai ketika terdapat lebih
dari satu variabel independen. Misalkan w adalah fungsi dari x,y dan x,y
merupakan fungsi dari u, v, sebagai berikut:

w = f(x,y)dan x = x(u,v),y = y(u,v)

Penggunaan terminologi rantai dikarenakan untuk menghitung w kita

membutuhkan perhitungan rantai sebagai berikut:
wv) = xy)>w

Di mana w adalah variabel dependen, u,v variabel independen, dan x,y

adalah variabel intermediate.

Karena w adalah fungsi dari x dan y, maka w memiliki turunan parsial yaitu:

Namun, karena w juga pada akhirnya fungsi dari u dan v, maka perlu

dihitung juga turunan parsial dari:

ow d ow
ou an ov

Kombinasi dari keduanya, diperoleh:

ow  ow 6x+6w dy
du  0x du Ay du

ow  Ow 6x+6w dy
dv  dx dv  dy v

Contoh 4:

Diberikan:

Tentuk awd ow
enuanau anav

Jawab:
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Pertama, kita hitung dulu:

aW—Z +1
ox Xy
aw_ 249
0y_x Y
ax_z
a— uv
dy )
a—v
Ox
2
v u
0
£=2uv

Menggunakan aturan rantai, diperoleh:
ow  dw 6x+6w dy
du 0dx du Ay Ou
ow

i 2xy + 1)2uv + (x? + 2y)v?
ow dw 0x 0w dy

9 ax ov | ay ov

aw ) )
Fr 2xy + Du® + (x* + 2y)2uv

Definisi Gradien

Misalkan w = f(x,y) maka dw/dx dan dw/dy adalah laju perubahan w dalam
arah i dan j. Maka vektor dari dw/dx dan Jw/dy disebut gradien w,

dinotasikan dengan:

dw dw
gradw =Vw = (E,E)

Untuk w = f(x,y,z) maka gradiennya adalah:

ow ow Jdw

gradw = Vw = <E'E'E>

Jika kita tentukan sebuah titik Py = (xg,¥), kita dapat menentukan gradien

di titik tersebut, dengan notasi:
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ow

aw
grad w(xo, yo) = Yw|p, = Vw|, = (a 0’E| )
0

Sifat-Sifat Gradien

1. Gradien diambil dari fungsi skalar f(x,y) dan menghasilkan Vf.
2. Vektor Vf(x,y) terletak pada bidang.

3. Gradien dari w = f(x,y) tegak lurus dengan level kurva f(x,y) = c.
Contoh 5:

Hitunglah gradien dari w = (x? + y?)/3 dan tunjukkan bahwa gradien di
(x0,¥0) = (1,2) tegak lurus dengan level kurva di titik tersebut.

Jawab:

2x 2y 2

Vw = (?;?) = §(X'}’)

Di titik (1,2) kita peroleh:
2
Vw(1,2) = 5(1,2)

Level kurva di titik (1,2) adalah:

w=(x?+y%)/3=5/3
Yang identik dengan lingkaran x? + y? = 5 dengan jari-jari v5 dan berpusat
di titik (0,0).

Karena gradien pada (1,2) adalah kelipatan dari (1,2), maka titik-titiknya
menunjuk secara radial ke luar dan karenanya tegak lurus dengan
lingkaran. Di bawah ini adalah gambar yang menunjukkan bidang gradien

dan level kurva.
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]
=

2= (@ +%)/3
Gambar 5. 1. Bidang Gradien dan Level Kurva
Contoh 6:

Perhatikan grafik y = e*. Tentukan vektor yang tegak lurus dengan garis

tangen ke y = e* di titik (1,e).
Jawab:
Grafik menunjukkan level kurva dari w = y — e* = 0, maka:
Vw = (—e*, 1)

Di titik (1, e) diperoleh gradien:

Vw(l,e) =(—e, 1)
Maka vektor yang tegak lurus dengan (—e, 1) adalah vektor v = (1, e).
Dimensi Lebih Tinggi

Serupa dengan dimensi dua dan tiga, untuk w = f(x,y,z) kita akan peroleh
permukaan f(x,y,z) = ¢ di mana gradiennya akan tegak lurus dengan level

permukaannya.
Contoh 7:

Tentukan bidang tangen pada permukaan x2+2y?+3z%2=6 di titik P =
(1,1,1).

Jawab:
Misalkan w = x? + 2y? + 3z? maka w = 6 level permukaan.
Vw = (2x,4y,6z)

Di titik P = (1,1,1) diperoleh gradien:
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Ywlp = (2,4,6)
Gunakan titik normal untuk mendapatkan persamaan bidang tangen, yaitu:
20— 1) +4(y -1 +6(z—-1) =0
2x+4y+6z=0
Turunan Berarah

Seperti halnya pada semua turunan, turunan berarah dapat dipandang
sebagai rasio atau perbandingan. Misalkan w = f(x,y), tetapkan sebuah
vektor satuan u dan sebuah titik P, pada bidang, maka turunan berarah dari

w di Py dalam arah u dinotasikan oleh:

dw o Aw
—_— — im —
dslpyu As-0As
dw
- = Vw(P.) -
ds |p, u w(Pp) - u

Di mana Aw adalah perubahan pada w dikarenakan pergeseran panjang As

dalam arah u. Sementara As adalah suatu ukuran pada bidang.

w

Gambar 5. 2. Turunan Berarah w
Contoh 8:

Misalkan w = x3 + 3y2.

dw
HitunglahE di titik Py = (1,2) yang searah dengan v = 3i + 4j.
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Jawab:
Pertama, kita tentukan gradien w.
Vw = (3x2,6y)
Di titik P, = (1,2) diperoleh gradien w:
Vw = (3,12)
Kedua, tentukan vektor satuan u dari vektor v, diperoleh:

v _(3
YT

)

4
5

Ketiga, hitung:

dw

& ry
Contoh 9:
Misalkan u vektor arah dari (1, —1).

Dengan menggunakan gambar berikut:

Y

Tentukan:

ow
P' ds

ow
P’ dy

ow
ox

Pu
Jawab:

Dengan mengukur dari P ke level kurva berikutnya dalam arah x, kita

peroleh Ax = —0,5.

Maka:
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ow Aw 10 _ 20
axp~Ax~—0,5_

Dengan mengukur dari P ke level kurva berikutnya dalam arah y, kita

peroleh Ay = 0,5.
Maka:

ow Aw 10

~ ~
=~

— x =20
dyl, Ay 0,5

Dengan mengukur dari P searah vektor u, kita peroleh As = —0,3.
Maka:

ow Aw 10 333
dslpy  As  —03

Pengali Lagrange

Kita akan belajar memberikan argumen mengapa pengali Lagrange
berfungsi. Di sini, kita akan melihat di mana dan bagaimana
menggunakannya. Pengali Lagrange digunakan untuk memecahkan
masalah pengoptimalan yang dibatasi. Artinya, misalkan kita memiliki
fungsi, katakanlah f(x,y), yang ingin kita temukan nilai maksimum atau
minimumnya. Tapi, kita tidak diperbolehkan untuk mempertimbangkan
semua (x,y) saat kita mencari nilai ini. Sebaliknya, (x,y) yang dapat
dipertimbangkan adalah dibatasi terletak di beberapa kurva atau
permukaan. Ada banyak contoh di bidang sains, teknik dan ekonomi,
misalnya, mengoptimalkan beberapa fungsi utilitas di bawah anggaran

terbatas.

Masalah Pengali Lagrange:

Minimalkan (atau maksimalkan) w = f(x,y, z) dibatasi oleh g(x,y,z) = c.
Solusi Pengali Lagrange:

Minimum lokal (atau maksimum) harus terjadi pada sebuah titik kritis. Ini

adalah titik dimana:

Vf =AVg
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Contoh 10:
Membuat kotak menggunakan bahan yang minimum.

Kotak terbuat dari karton dengan tebal sisi dua kali lipat, tebal bagian bawah
tiga kali lipat, tebal depan dan belakang tunggal dan tanpa bagian atas.

Volume = 3.
Dimensi apa yang menggunakan karton paling sedikit?
Jawab:

Kita sudah menjawab masalah ini sebelumnya dengan mensubstitusikan x
dan y dan menyelesaikan z. Namun, hal ini menyebabkan masalah
pengoptimalan yang tidak dibatasi pada x dan y. Di sini kita akan

melakukannya sebagai masalah yang dibatasi.

Penting untuk dapat melakukan ini karena menghilangkan satu variabel

tidak selalu mudah.

Kotak yang ditampilkan memiliki dimensi x, y, dan z.

£
Luas satu sisi = yz. Ada dua sisi tebal ganda = karton yang digunakan = 4yz.

Luas bagian depan dan belakang = xz. Sisi tebal tunggal = karton yang

digunakan = 2xz.
Luas bagian bawah = xy. Tebal tiga kali lipat = karton yang digunakan = 3xy.
Jadi, total kardus yang digunakan adalah:

w=f(x,y,2)=4yz + 2xz + 3xy

Pada kasus ini, volume bertindak sebagai pembatas. Ini memaksa hubungan
antara x,y dan z sehingga mereka tidak dapat divariasikan secara mandiri.

Batasnya adalah:

V=xyz=3
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Tugas pertama kita adalah menyiapkan persamaan untuk mencari titik

kritis, yaitu:
Vf =(2z+3y,4z + 3x,4y + 2x)
VV =(yz,xz,xy)
Kemudian tentukan persamaan pengali Lagrange, yaitu:
Vf=AVV dan V =3
o (2z+3y,4z+ 3x,4y + 2x) = A(yz,xz,xy),danxyz = 3

Selanjutnya, kita selesaikan persamaan di atas untuk mendapatkan titik

kritis, dengan cara menyelesaikan A untuk tiap persamaan.

2z + 3y
yz

2 3

2 = = —_4

z+3y=Ayz= 1 =1 y+z
Dengan cara serupa, diperoleh:

4 3 4 2
A=—+-—dan 1=—-+-—
X z Xy

Karena A = 1 = 1 maka:

2 3 4 3 4 2
—t-=—t-=—+-
y z x z x Yy
Sehingga:
2_4_ _,
y x 7Y
3 2
e — —
z y z Zy

KarenaV =xyz=3=3y3=3=y=1
Dengan demikian, kotak menggunakan karton paling sedikit ketika:
x=2,y=1z= E
2
Contoh 11:
Minimalkan w = y yang dibatasi oleh x? + y? + z% = 1.

Jawab:

Dari soal kita peroleh Vf = (0,1,0) dan Vg = (2x, 2y, 2z)
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Menggunakan persamaan pengali Lagrange, diperoleh:
Vf =1Vg = (0,1,0) = A(2x, 2y, 2z)
Dari sini kita peroleh x = z = 0.

Karena dibatasi oleh x? + y2 4+ z2 = 1 maka diperoleh y = +1 dimana w akan

bernilai maksimum pada y = —1 dan minimum pada y = 1.
Contoh 12:

Sebuah persegi panjang pada bidang ditempatkan di kuadran pertama
sehingga salah satu sudutnya berada di titik pusat 0 dan dua sisi lainnya
berada di sumbu. Sudut P berlawanan dengan 0 dan berada pada kurva x +
2y = 1. Dengan menggunakan pengali Lagrange, tentukan titik P pada
persegi panjang sehingga memiliki luas maksimum. Jelaskan bagaimana

Anda tahu bahwa titik ini memberikan hasil maksimal.

Jawab:

Pertama, kita mesti tentukan fungsi dan batasnya terlebih dahulu.
Misalkan fungsinya adalah f(x,y) = xy dan batasnya g(x,y) = x + 2y = 1.
Tentu saja kita perlu menentukan Vf dan Vg di mana:
Vfi=yi+xj=(y,x)dan Vg =1+2j=(12).

Dari persamaan pengali Lagrange diperoleh:
1
Vi=AVg=(y,x)=A1,2) =>A=y,1 =% =x =2y
Substitusi x ke batas x + 2y = 1, diperoleh:

y:

NI

Substitusi y = 1/4 ke x = 2y diperoleh x = 1/2.

Dengan demikian, titik P pada persegi panjang sehingga memiliki luas

maksimum adalah

-3
~\2'4

Kita tahu bahwa titik P akan memberikan hasil maksimum karena nilai

maksimum terjadi di titik kritis atau pada batas disekelilingnya. Dalam
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kasus ini, ketika titik-titik batasnya adalah (1,0) dan (0,1/2) maka luas

persegi panjang = 0.
Turunan Parsial dengan Variabel Non-Independen

Sampai saat ini, pada saat kita menghitung turunan parsial seperti fungsi
w = f(x,y) atau w = f(x,y,z), kita berasumsi bahwa variabel x,y atau x,y,z
adalah variabel independen. Namun dalam aplikasi dunia nyata, seringkali
tidak demikian. Sebagai contoh dalam termodinamika, tiga variabel yang

saling terkait dengan kandungan gas, adalah:
p = tekanan, v = volume, T = temperatur

Pada kasus “gas ideal” tiga variabel p,v,T menjadi variabel non independen

yang diberikan dalam persamaan:

pv = nRT (n,R konstan) (D
Untuk melihat prosedurnya, kita gunakan contoh dalam matematika murni.
Contoh 13.
Misalkan w = x? + y2 + z2 di mana z = x? + y2. Hitunglah ow/0x.
Jawab:

(a) Jika kita berpikir x dan y sebagai variabel independen maka kita dapat

menghitung dw/dx dalam dua cara, yaitu:
(1) Gunakan z = x? + y? untuk menghilangkan z, sehingga diperoleh:
w=x2+y% + (x% +y?)?

w=x2+y%+x*+2x%y? +y*

M _y + 4x3 + 4xy?
o X X Xy

(2) Gunakan aturan rantai, dengan mengingat bahwa z adalah fungsi

dalam x dan y, diperoleh:
w=x2%+y?+ 22

ow 0z
—=2x+2z—=2x+ 2z.2x
Ox 0x

w_, +2(x* +y?).2
ax—x (x*+y°).2x
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M _y + 4x3 + 4xy?
Fvie x X Xy

(b) Di sisi lain, jika kita berpikir x dan y sebagai variabel independen,
dengan menggunakan metode (1), kita dapat menghilangkan y

menggunakan relasi y? = z — x2, sehingga diperoleh:
w=2x2+4(z—x?)+z2
w=2z+2z2
ow _
dx
Jawaban (b) tentu saja sangat berbeda dengan cara (a) di mana kita tidak

dapat merubah satu variabel ke dalam variabel lainnya dengan

menggunakan relasi z = x2 + y2. Adakah dw/dx yang benar?

Jawabannya adalah tidak ada jawaban yang benar karena permasalahan
tidak dinyatakan secara baik. Ketika variabel tidak independen, ekspresi

dw/0x tidak memiliki makna.

Untuk melihat mengapa ini terjadi, kita interpretasikan secara geometris.
Katakanlah x,y,z memenuhi relasi z=x2+y? yang artinya titik (x,y,2)
terletak pada permukaan paraboloid dengan memutar z =y? terhadap

sumbu z.

Fungsi w = x% + y? + z2 mengukur kuadrat jarak dari asal/ titik pusat. Untuk
memastikan, misalkan kita berada di titik awal P = P, = (1,0,1), dan kita ingin

menghitung dw/dx pada titik ini.

Kasus (a) Jika kita ambil x dan y sebagai variabel independen maka untuk
mendapatkan dw/0dx, kita menetapkan y sebagai kontanta dan x bebas.

Sehingga P bergerak pada bidang xz menuju A.
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Ketika P bergerak di sepanjang jalur ini, jelas w, kuadrat jaraknya dari titik
asal, terus meningkat: dw/dx > 0 dan sebenarnya perhitungan untuk (a)

pada halaman sebelumnya menunjukkan bahwa dw/dx = 6.

Kasus (b) Jika kita ambil x dan z sebagai variabel independen maka untuk
mendapatkan dw/dx, kita menetapkan z sebagai kontanta dan x bebas.
Sehingga P bergerak pada bidang z = 1 sepanjang lintasan lingkaran menuju

B.

Ketika P bergerak di sepanjang jalur ini, jelas w, kuadrat jaraknya dari titik
asal, tidak berubah: dw/dx = 0 dan sebenarnya perhitungan untuk (b) pada

halaman sebelumnya menunjukkan bahwa dw/dx = 0.

Singkatnya, nilai dw/dx bergantung pada variabel mana yang kita anggap
independen, karena kita mengukur tingkat perubahan yang berbeda, saat P

bergerak di sepanjang jalur yang berbeda.

Hanya ada satu jalan keluar dari kesulitan ini, yaitu ketika kita meminta
ow/0x, kita harus pada saat yang sama menentukan variabel mana yang
akan diambil sebagai variabel independen. Ini dilakukan dengan

menggunakan notasi berikut:

Kasus (a): x dan y adalah variabel independen, ditulis:

aw
(a) dibaca parsial w terhadap x, dimana y konstan
y

Kasus (b): x dan z adalah variabel independen, ditulis:

ow

(E) dibaca parsial w terhadap x, dimana z konstan
z

Sebagai catatan, jika kita memiliki fungsi:
w = f(x,y,zt) dimanaxy = zt (2)

Maka hanya ada tiga variabel yang dapat menjadi variabel independen,
sementara variabel keempatnya ditentukan oleh persamaan (2) bagian
kanan. Serupa pada kasus yang sudah dibahas sebelumnya, kita dapat

menuliskan beberapa turunan parsialnya seperti:

ow

(a) dibaca parsial w terhadap x, dimana y dan t konstan.
vt
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Di sini, x,y,t sebagai variabel independen.

ow
(E) dibaca parsial w terhadap y, dimana x dan z konstan.

A
Di sini, x,y, z sebagai variabel independen.
Turunan vs Aturan Rantai

Cara alternatif untuk menghitung turunan parsial adalah menggunakan

total turunan. Sebagai contoh w = f(x,y, z) turunannya adalah:

dw = fydx + f,dy + f,dz 3)
Di mana f,, f, f, adalah turunan parsial formal, yaitu turunan yang dihitung
dengan menganggap x,y, z variabel independen.

Contoh 14.

ow ) 3 2
Tentukan (—) dimanaw = x°y — z“t dan xy = zt
x,t

Jawab:
Cara 1.

Dengan menggunakan aturan rantai, kita peroleh:

Cara 2.

Dengan melakukan turunan pada kedua ruas dari kedua persamaan,
diperoleh:

dw = 3x%y dx + x3dy — 2zt dz — z2dt

ydx+xdy=zdt+tdz ()

Karena soal mengindikasikan x,y,t sebagai variabel independen, kita
eliminasi dz dari persamaan (4) dengan mengalikan persamaan kedua oleh

2z kemudian tambahkan ke persamaan pertama, sehingga diperoleh:

dw = (3x%y — 2zy)dx + (x3 — 2zx)dy + z%dt
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Substitusi z = t ke dalam (3), kita peroleh:

(8_W) = 3x2%y — 2zy
0xX/y ¢

di mana turunan parsial yang sebenarnya sama dengan turunan parsial

formal yaitu:
Wy, Wy, Wi
Karena x,y,t adalah variabel independen.

Perhatikan bahwa metode turunan ini mengambil lebih banyak perhitungan,

namun memberikan kita tiga macam turunan, yaitu:
D1. Turunan dapat ditambah, dikurang dan dikalikan oleh fungsi skalar.

D2. Jika variabel x, y, ... adalah variabel independen, dua buah turunan akan

sama jika dan hanya jika koefisien dari kedua turunan tersebut sama, yaitu:
Adx+Bdy+:--=A;dx+B;dy+-- A=A4,,B=By,.. (5)

D3. Sebuah turunan dapat disubstitusikan ke dalam turunan lainnya.

Contoh 15.

Misalkan w = x? — yz + t? di mana x,y,z,t memenuhi persamaan:

z2=x+y?danxy =zt
Tanpa menentukan w(x, y) secara eksplisit, tentukan gradien vektor Vw(x,y).
Jawab:

Pertama, kita memerlukan turunan (dw/dx), dan (dw/dy), dengan

mengambil turunan dari w dan kedua persamaan, sehingga diperoleh:

dw =2xdx—zdy—ydz+2tdt
2zdz = dx + 2y dy (6)
xdy+ydx=zdt+tdz

Kita menginginkan x dan y sebagai variabel independen, maka gunakan D1.

Pertama eliminir dt dengan menyelesaikannya pada persamaan ketiga dan
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substitusi hasilnya ke dalam persamaan pertama. Kemudian eliminasi dz
dengan menyelesaikan persamaan ketiga dan substitusikan hasilnya ke

dalam persamaan pertama, sehingga diperoleh:

1 y X y t/1 y
dw=2xdx—zdy—y (de+zdy)+2t Edy+;dx—;<zdx+;dy>

y y? 2xt 2ty t2 2t%y
dw=Zxdx—zdy—zdx—7dy+7dy+7dx—z—2dx— P dy
y 2ty t? y? 2xt 2t%y
dw =(2x——=+—F—-=|d —Z——4—- d 7
w (x 2Z+Z Zz>x+<z z+z " y (7)

Karena x dan y independen, dan membandingkan bentuk (3) dan (7) serta
menggunakan D2, menunjukkan bahwa koefisien dalam (7) adalah dua
turunan parsial dari w, dan w,, dimana keduanya merupakan komponen dari

Vw.

Dengan demikian,

Vw(x,y) = (Wy, wy)
2ty t? Z2  2xt  2t?
Wwioy) =((2x -2+ =22 (- L 4y 22X,
2z z2

Contoh 16.

Misalkan variabel x,y,z memenuhi persamaan g(x,y,z) = 0. Asumsikan titik
P =(1,1,1) terletak pada permukaan g =0 dan (Vg), =(—1,1,2). Misalkan
f(x,v,z) adalah fungsi lain dan asumsikan (Vf), = (1,2,1). Tentukan gradien
fungsi w = f(x,y,z(x,y)) dari dua variabel independen x dan y di titik x =

1L,y=1.
Jawab:
Gunakan turunan, (3) dan hipotesis, diperoleh:
(dw)p = dx + 2dy + dz
(dg)p = —dx+dy + 2dz = O karenadg = 0 Vx,y,z
Eliminasi dz dari persamaan kedua dan substitusikan hasilnya ke dalam

persamaan pertama, diperoleh:

1
(dw)p = dx + 2dy + E(dx —dy)
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3 3
(dW)p = de +§dy
Maka gradien fungsi w = f(x,y,z(x,y)) dari dua variabel independen x dan y
di titik x = 1,y = 1 adalah:
(Vw)p = 3. 4 3.
W)p = 21 2]
Turunan Parsial Abstrak & Aturan Relasi Turunan Parsial

Seringkali dalam aplikainya, fungsi w tidak diberikan secara eksplisit dan
atau persamaan menghubungkan antar varaibel. Jadi, kita harus bisa
bekerja dengan fungsi dan persamaan yang diberikan secara abstrak. Ide-
ide sebelumnya bekerja dengan baik, seperti yang akan kita gambarkan.

Namun, kita perlu untuk membedakannya, yaitu:
Turunan parsial formal ditulis f, fy, ...

Turunan parsial aktual ditulis df /dx, ...
Contoh 17.

Jika f(x,y,z) = xy?z* di mana z = 2x + 3y, tentukan tiga turunan parsial

formalnya.

Jawab:
fx = y?z*% fy = 2xyz*, f, = 4xy*z?

Sementara turunan parsial aktualnya yang mungkin antara lain:

of _ 0z 2,4 2.3
(50, = fe + 5 (55), = 72" + 802
af) (82)

—) =f,+f|—) =2xyz*+ 12xy?z3

af dy 2

Y = ) = 4xy2z3+ 2 4

(52), =1+ (5), = #0077 + 5000
Aturan Relasi Turunan Parsial

1. Aturan Reciprocal

(5,62, o ) -
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2. Aturan Rantai
d0x
ox\ [0y ox ox (W)Z
&), G), = Go), == 5), - ©)
ay/ \ot/, ot/, ay/, (6_3/)
at),
3. Aturan Siklis
(5)
(6x> (63/) (62) o lat <6x) _\0zJy, 10
ay) \oz) \ax), =~~~ " \5y) T (6_y) (10)
0z ),
Contoh 18.

Misalkan w = w(x,r) di mana r =r(x,6). Tentukan ekspresi (Z—V:)e dalam
bentuk turunan parsial formal dari w dan r.
Jawab:

Dari pertanyaan diperoleh informasi bahwa variabel independennya adalah
r dan 6, karena ini adalah variabel yang terjadi di bagian bawah turunan
parsial, dengan x bergantung padanya. Karena 6 dipandang sebagai

konstanta, aturan rantai memberikan hasil:
(6W) <6x) N
— ) =w,|=— w.
or 0 * or 2] T

(5)9 - (ar)e

ox

<6W> _wx+
orle W

Latihan S5

1. Tentukan turunan total dari w = ze**¥ di titik (0,0,1).
2. Misalkan w = ze**Y dan x = t,y = t2,z = t3.

dw
dt

3. Misalkan w = xyz, x = u?v, y = uv?, z = u? + v?

: dw o :
Hltunglah% dan nilai ketika t = 2.

() Gunakan aturan rantai untuk menentukan dw/du.

(b) Tentukan turunan total dw dalam variabel du dan dv.
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(c) Tentukan dw/du di titik (u,v) = (1,2).

Misalkan w = x2 + 5y2.

(a) Hitunglah gradien dari w.

(b) Tunjukkan bahwa Vw tegak lurus dengan level kurva w di titik (x,, 0).
Suatu fungsi T = x% + 2y? + 222 memberikan nilai temperatur di setiap
titik pada sutau ruang. Di titik P =(1,1,1), untuk mendapatkan
penurunan T yang paling cepat ke arah manakah kita harus pergi? Apa
turunan berarah pada arah ini?

Tentukan nilai maksmimum dan minimum dari f(x,y) = x? + x + 2y?
pada lingkaran satuan.

Misalkan w = x3y? + x2y® + y dan asumsikan x,y memenuhi x? + y? = 1.
Hitung dw/dx menggunakan turunan implisit.

Misalkan w = u® —uv?, u =xy dan v =u + x.

Tentuk <aW) d <aw> kan t
entukan | — ) an (-~ ) menggunakan turunan.

Jawaban 5

1.

dw = wydx + wydy + w,dz
Ingat y = e* -» dy = e*dx
wy = ze*tY

w, = ze**Y
w, = e*t¥

Substitusi (0,0,1) diperoleh:

Maka:

dw =dx +dy +dz

dw_awdx+awdy+awdz
dt  dxdt dydt 0zdt
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dt

Y = (2e*Y)(1) + (ze¥Y)(26) + (e¥+V)(3t?)

t=2makax=2,y=4,z=8

dw

dt

()

(b)

=8e® + 32e® + 12e° = 52¢°

2

Aturan rantai mengatakan kepada kita bahwa:

aw_awdx_l_awdy_l_awdz
dou odxdu Odydu 09zdu

z_\;v = yzQuv) + xz(v?) + xy(2u)

Turunan total dw dalam variabel du dan dv adalah:
dw = yzdx + xzdy + xydz

dx = 2uv du + u?dv

dy = vidu + 2uv dv

dz =2udu+2vdv

Maka:

dw = yz(2uv du + u?dv) + xz(vidu + 2uv dv) + xy(2u du + 2v dv)
dw = 2yzuv + xzv? + 2xyu)du + (yzu? + 2xzuv + 2xyv)dv
Substitusi (u, v) = (1,2), diperoleh:

x=2,y=4,z=5

Maka:

Z—L" = (20)(4) + (10)(4) + (8)(2) = 136

ow 0

w
(@) Ww = (—,—y) = (2x,10y)

(b)

0x 0
Pada (x,,0) gradien vektor dari w adalah Vw = (2x,, 0).

Gambar level kurva dari w = x? + 5y? adalah:
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Secara umum, level kurva dari w memiliki persamaan x? + 5y2 = k.
Tiap level kurva adalah sebuah elips di mana sumbu mayornya
berpotongan dengan sumbu x. Dengan demikian, vektor horisontal

Vw = (2x,, 0) adalah vektor normal terhadap level kurva di titik (x,, 0).

S. Kita tahu bahwa peningkatan temperatur T yang paling cepat ada pada

arah:
VT = (2x,4y,4z)
Pada titik P, penurunan temperaturT yang paling cepat ada pada arah:
—VT|(1,1,1) = —(1,2,2)

Untuk menentukan turunan berarah pada arah —VT|,,), kita perlu

tentukan vektor satuan dalam arah ini yaitu:

)

wl N

o <1 2
u= 3131
Maka:

dT

—| =VT|p-ti=-3
ds|pa |p -0

6. Fungsi objektifnya adalah f(x,y). Batasannya adalah g(x,y) = x? +y? =
1.
Persamaan Lagrange:
fx = A9x
fy =Agy

Dari persamaan pertama diperoleh:
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2x+1=A2x
A_2x+1
2
Atau
1=22x —2x
1=2x(A—-1)
oy = 1
Ta-D
_ 1
*T20-1

Dari persamaan kedua diperoleh:

4y = A2y
4

1=-2=2
2y

Atauy =0

Konstrain: x2 +y2 =1
Persamaan kedua menunjukkan bahwa y = 0 atau 1 = 2.

Untuk A = 2 maka:

1
T 21-1

x
x=1/2

Dan substitusi x = 1/2 ke dalam g(x,y) diperoleh:
(1/2)*+y* =1

y2=1-1/4=3/4

y = +V3/2.

Untuk y = 0 substitusikan ke dalam g(x,y) maka:
x2+0=1

x==%1

Maka titik kritisnya adalah:
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(1/2,¥3/2), (% —\/§/2) ,(1,0), (=1,0)

f G, i\/§/2) = 9/4 bernilai maksimum

f(1,0) = 2 tidak bernilai maksimum atau minimum
f(—=1,0) = 0 bernilai minimum

Turunan bentuk implisit artinya kita mengingat bentuk y sebagai fungsi

x.
Karenaw = x3y2 + x%2y3 +y
Maka:

dw dy dy dy
o a,2,2 3., 07 3 2,22 22
e 3x%y +2xydx+2xy +3xydx I

Karena konstrain x? + y? = 1 maka turunan dari konstrain adalah:

dy
2x+2ya—0

dy_

— =2
dx x

2y

dy x

dx y

Substitusi dy/dx ke dalam dw/dx diperoleh:

dw x X X
— = 3x%y% + 2x3y (— —) + 2xy3 + 3x%y? (— —) + (——)
dx y y y
dw X

_=322_2 4-+2 3_33 _
X X"y X Xy X7y y

Dengan turunan kita gunakan:
dw = (3u? — v?)du — 2uv dv
du=xdy+ydx

dv =du +dx

Karena w akan diturunkan terhadap u dan x maka substitusikan dv =

du + dx diperoleh:

dw = (3u? — v?)du — 2uv(du + dx)
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dw = (3u? — v? — 2uv)du — 2uv dx

Karena:
J _(OW) 4 +(0w> p
W= ou/, u dx /.y x
Maka:

d
(%) = (Bu? —v? = 2uv)
X

(OW) _
axu_ uv

Rangkuman 5

1. Turunan total dari fungsi w = f(x,y,z) di titik P(xg,V,,2,) didefinisikan
dengan:
dw = wy (X0, Yo, Zo)dx + wy, (xq, Y0, Z0)dy + w;(xo, Yo, Zo)dz
2. Cara alternatif untuk menghitung turunan parsial adalah menggunakan
total turunan. Sebagai contoh w = f(x,y, z) turunannya adalah:
dw = fydx + f,dy + f,dz
3. Misalkan z = f(x,y) adalah fungsi yang dapat diturunkan terhadap x dan
y di mana x = g(t) dan y = h(t), keduanya dapat diturunkan terhadap t,
maka:
ds_ofdx of dy
dt Odxdt odydt
4. Misalkan z = f(x,y) adalah fungsi yang dapat diturunkan terhadap x dan
y di mana x = g(s,t) dan y = h(s,t), dan keduanya dapat diturunkan
terhadap s dan t, maka:
0: _020x  0s0y
ds Jdxds 0dyads
0: _020x  0s0y
Jdt 0xdt Jyoadt
5. Misalkan w = f(x,y) maka dw/dx dan dw/dy adalah laju perubahan w
dalam arah i dan j. Maka vektor dari dw/dx dan dw/dy disebut gradien

w, dinotasikan dengan:

dw Jw
gradw =Vw = (E,E)
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Untuk w = f(x,y, z) maka gradiennya adalah:

ow dw Jow
gradw =Vw = (a,a,g)

6. Misalkan w = f(x,y), tetapkan sebuah vektor satuan u dan sebuah titik
Py, pada bidang, maka turunan berarah dari w di P, dalam arah u

dinotasikan oleh:

dw _ Aw
dslpyu 4SS0 As
dw — Yw(Py)
ds Po,u = Ywifo) -t

7. Misalkan w = f(x,y,z) dibatasi oleh g(x,y,z) = ¢, maka lokal minimum
atau maksimum terjadi pada titik kritis, dimana:

Vf =A1Vg

8. Aturan Relasi Turunan Parsial

() 6,1 ) - gy

Aturan Reciprocal

Aturan Rantai

) (), - (2), o ) -2

2
at),
Aturan Siklis
%)
dx\ (0y\ [0z dx 0z/,
(3,20,69, =1 o (3 --
dy/) \oz),\ox/, ay/, (6_y>
0z

Tes Formatif 5

1. Turunan total dari w = zxeY + xe? + ye? adalah ...
A. dw = (ze¥ + e?)dx + 2y(zxe¥ + e?)dy + 3z*(xe¥ + xe? + ye?)dz
dw = (ze¥ + e?)dx + (zxe¥ + e?)dy + (xe¥ + xe? + ye?)dz
dw = (ze¥ + e?)dx + (zxe¥ + e?)dy + (xe¥ + xe?)dz
dw = (ze¥ + e?)dx + (zxe¥ + e*)dy + (xe¥)dz

W o 0w

dw = (ze¥ + e?)dx + (zxe”)dy + (xe¥)dz
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2. Turunan berarah dari f(x,y) =x2y3—4y di titik (2,—1) yang searah
dengan v = 2i + 5j adalah ...

A. 32/429

B. 32/V10

C. 56/V7

D. 56/4/10

E. 56/4/29

3. Titik kritis dari f(x,y) = x? — xy + y? pada seperempat lingkaran x? + y? =
1, x,y = 0 sehingga bernilai minimum adalah ...
A. (1,0)
B. (0,1)

C. (1/V2,1/42)

D. (1/2,1/2)

E. (1/V3,1/V3)

4. Nilai dw/dx dari w = zxe” + xe6z + ye? dan x?y + y?x = 1 dengan asumsi x

variabel independen adalah ...

ow _ 2xy+y?

A. ax  x2+42xy
ow
B. —= xeY + xe? + ye?
ow
C. —=zeY +e*
dx
ow y z
D. —=2zxeY +e
dx
ow  x%+4xy+y?
E. — XTraxyTy

ax  x%+2xy

5. Nilai (dw/dx), dariw = u® —uv?, u =xy dan v = u + x adalah ...
A. 3u? —v?

B. —v?-2uv

C. v?—2uv

D. —2uv

E

. 3u? = 2uv
Jawaban Tes Formatif 5
1. B
dw = zeYdx + zxe¥dy + xe¥dz + e?dx + xe?dz + e*dy + ye?dz

dw = (ze¥ + e?)dx + (zxe¥ + e?)dy + (xe” + xe? + ye?)dz
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2. A
Pertama, kita tentukan gradien w.
Vf = (2xy3,3x%y% — 4)
Di titik Py = (2,—1) diperoleh gradien f:
Vf =(-48)
Kedua, tentukan vektor satuan u dari vektor v, diperoleh:

1

= ™ = 7% (2,5)
Ketiga, hitung:
i Vflg-1 u=(-48) LQ’S) -=
dslpyu V29 V29
3. C

Diketahui fungsi konstrain g(x,y) =x?+y? =1. Nilai maksimum dan
minimum dari f(x,y) terjadi ketika Vf = AVg atau di titik akhir dari

seperempat lingkaran.
Vf =(2x —y,—x + 2y) dan Vg = (2x, 2y)
Substitusi ke dalam Vf = AVg diperoleh:
2x —y = A2x
—x+ 2y = A2y
Karena A = A, maka:

2x—y —x+2y

2x 2y

Karena x,y > 0 dengan konstrain x? + y2 = 1 maka:

1
X=y=—

V2
Sehingga titik kritis pada f(x,y) adalah (1/v2,1/v2),(1,0),(0,1).

Substitusi titik kritis ke dalam f(x,y) diperoleh:
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f(1/¥2,1/¥2) =1/2 artinya f bernilai minimum pada seperempat

lingkaran.

f(1,0) =f(0,1) =1 artinya f bernilai maksimum pada seperempat

lingkaran.

E

Karena w = zxe” + xe? + ye? maka turunannya adalah:
dw = (ze¥ + e?)dx + (zxe¥ + e?)dy + (xe? + xe? + ye*)dz
Karena konstrain x?y + y?x = 1 maka turunannya adalah:
2xydx + x2dy + y?dx + 2xydy = 0

2xy + y¥)dx + (x? + 2xy)dy = 0

_ 2xy +y?
y_x2+2xy

Substitusikan dy ke dalam dw dengan z = 0 diperoleh:

2xy + y?
dw = (0 +e%dx + (0 + e%) <ﬁdx> + (xe¥ + xe? + ye?)dz
dw =dx + de + (xe¥ + xe? + ye?)dz
x? + 2xy Y
x% + 4xy + y?
dw = ?}éxyydx + (xe” + xe? + ye*)dz

Maka:

ow  x*+4xy +y?
0x  x%+2xy
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 5 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 5.

Tinekat P _Jumlah Jawaban yang Benar x 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:

90 — 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 6. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda harus

mengulangi Modul 5, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 6

INTEGRAL RANGKAP DUA

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan masalah

menggunakan konsep integral

rangkap dua.

Materi 6

Pada sesi ini, kita akan memahami integral rangkap dua secara abstrak,
mendefinisikan integral rangkap dua sebagai penjumlahan secara teknis
merupakan limit dari jumlah Riemann. Ini merupakan cara terbaik untuk
mempelajari integral rangkap dua untuk pertama kalinya sebelum masuk ke

dalam perhitungan nilai dari integral rangkap dua secara detail.
Definisi Integral Rangkap Dua

Misalkan terdapat suatu daerah pada bidang R dan sebuah fungsi f(x,y).

Maka integral rangkap dua dinotasikan dengan [1]:

f&mwm

Didefinisikan sebagai berikut:

Bagi daerah pada R menjadi beberapa bagian dari 1 sampai n. Misalkan AA4;
adalah luas daerah ke i dan ambil titik (x;,y;) pada bagian tersebut, seperti

terlihat pada gambar berikut.
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> T
Gambar 6. 1. Daerah R pada Bidang xy
Kemudian bentuk penjumlahan sebagai berikut:
n
£ Gea, YDA, + f e, 7DDy + -+ f G Y)AAy = D (31,704,
i=1

Selanjutnya ambil n sampai tak hingga, akibatnya AA menuju O, atau dengan

kata lain limitnya adalah:

AI;TOZf(xi.yi)AAi = | | reey)aa

Atau:
m n
[ [ramaa= tim 7 f(xii)aa
R mn—>co £ -
i=1j=1
Tentu saja, jika limitnya eksis.
Interpretasi Integral Rangkap Dua

Sebagaimana yang kita ketahui pada kalkulus satu variabel, bahwa
penjumlahan partisi dari suatu daerah dapat digunakan untuk menghitung
luas daerah, volume, massa, gaya, momen inersia dan lain sebagainya.

Untuk itu, kita coba dari situasi yang paling sederhana.
Contoh 1:

Dari gambar di atas, buatlah integral rangkap dua untuk menghitung luas

satu daerah dari R pada bidang.
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Jawab:

Luas satu daerah dari R artinya luas daerah pada bagian itu saja tanpa

Luas:ffdA
R

melihat z, yaitu :

Contoh 2:

Buatlah integral rangkap dua untuk menghitung volume dibawah z =

f(x,¥y) =2—-0,5(x+ y) dan di atas persegi satuan pada bidang xy.
Jawab:

Pertama, kita gambarkan dahulu situasi soalnya.

TZ=2-05n+yl

Gambar 6. 2. z = f(x,y) =2 — 0,5(x + y) dengan Geogebra

Kemudian coba kita spesifikkan.

1

- o
(i, i), atea = AA;

Pada gambar kedua, persegi satuan kita namakan R dan kita buat bagian
kecil dari R sehingga membentuk bagian kecil dari volume. Sekarang kita

bayangkan R dibagi menjadi n bagian dan pada gambar kedua kita buat
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salah satu bagian yaitu bagian ke—i yang mengandung titik (x;,y;) dan luas

daerah AA;.

Bagian kecil volume ke —i tersebut jelas sebuah volume yaitu AV; yang
merupakan perkalian luas alas A4; dengan tingginya yaitu f(x;,y;), sehingga

dapat dituliskan:
AV; = DAA; X f (xi, 1)

Total volume dari situasi di atas adalah jumlah semua bagian kecil volume,

yaitu:

n n
Volume = Z AV; = Z AA; X f(x,¥1)
i=1 i=1

Jika kita ambil n menuju tak hingga maka AA menuju O, maka:

n
Volume = lim E f(xi, vi)AA; =fff(x,y) dA
AA—0 £ 4 R
1=

Integral Rangkap Dua dalam Koordinat Persegi Panjang

Misalkan kita ingin menghitung daerah R seperti pada gambar berikut.

,rz*ry?‘—‘ I

x+y=1

Integralnya adalah:

| fR f(x,y) dydx

Di mana R adalah daerah di antara x> + y? =1danx+y = 1.
Pertama, kita integralkan terhadap y, dengan cara:

1. Rubah x + y =1 menjadi y = 1 — x, yang merupakan batas bawah.

2. Rubah x? + y? = 1 menjadi y = V1 — x2, yang merupakan batas atas.

3. Sehingga kita peroleh batas atas dan bawah untuk variabel y.

Kedua, kita integralkan terhadap x, dengan cara:
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1. Selesaikan persamaan untuk x di mana 1 —x = V1 — x2.
2. 1-x)?=1-x*2>1-2x+x*=1-x*=>x(x—1)=0.
3. Sehingga kita peroleh batas bawah x = 0 dan x = 1.

Secara keseluruhan kita peroleh:

| fR f(x,y) dydx = fl
0

Untuk menghitung integral rangkap duanya dapat dilakukan dengan dua

—
f (e, y)dydx

1-x

cara, yaitu:

Pertama:
1V1-x2 1 |vV1i-x2
[ | rewavax=[| [ rendy|as
0 1-x 0 [1=x

Kedua:

V1-x2

J

X

fl £, y)dydz = f [ [ reyax|ay
0

1

Koordinat Polar

Koordinat polar (r,8) merupakan transformasi dari koordinat (x,y) di mana:
x=rcosf dan y =rsinf
Sebaliknya,

=./x?+y? dan 6 = arctan(y/x)

Dengan menggunakan segitiga siku-siku standar, yaitu:
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Karena sinus dan cosinus merupakan fungsi periodik, maka (r,6) yang
berbeda-beda dapat merepresentasikan titik yang sama pada bidang,

sebagai contoh:

(x,y) (r,6) (r,6)
(1,0) (1,0) (1,2m)
(LD (V2,7/4) (V2,97 /4)

Elemen Luas dalam Koordinat Polar
Dalam koordinat polar, elemen luas daerah diberikan oleh:
dA =rdrdo

Tampilan geometris dari situasi ini adalah sebagai berikut:

Y

/

T/
x/ TA Ar

iAGL T

-

:E

Perhatikan persegi panjang bersisi kurva memiliki sisi-sisi Ar dan rAf di

mana:
AA = (Ar)(rAf)
Dengan menggunakan konsep limit diperoleh:
dA =rdrdb
Integral Rangkap Dua dalam Koordinat Polar

Prosedur penentuan batas dalam koordinat polar serupa dengan koodinat

persegi panjang.

Misalkan kita hendak menghitung:

[ [aras
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Di atas daerah R seperti pada gambar berikut.

Y

T+ R
&

Di mana R adalah daerah di antara 1/4 lingkaran dan x +y = 1.
Pertama, kita integralkan terhadap r, dengan cara:

1. Rubah x+y =1 menjadi rcosf +rsinf =1=>r =1/(cosf +sinf), yang
merupakan batas bawah.
2. Sementara, dari % lingkaran diketahui r = 1, yang merupakan batas atas.

3. Sehingga kita peroleh batas atas dan bawah untuk variabel r.
Kedua, kita integralkan terhadap 8, dengan cara:

1. Dari gambar diketahui bahwa 6 berada di kuadran I.
2. Sehingga kita peroleh batas bawah 6 = 0 dan 6 = /2.

Secara keseluruhan kita peroleh:

/2
ffdrd@ =f f dr d@
R

0 1/(cosf+sinf)
Atau secara umum:

Jika f(x,y) kontinu pada persegi panjang R dimanaa <r <bh,a <6 < 8, dan

0 £ B — a < 2rm maka integral rangkap dua dalam polar:

fo(x,y)dA = LBLbf(rcose,rsinB)rdrdH

Contoh 3:

Misalkan:

2 rx 1
I = P S
J.l J;) (x2 + y2)3/2 dy dx

Hitunglah I menggunakan koordinat polar.
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Jawab:
Langkahnya adalah:

1. Tuliskan batas yang diketahui.

Dari batas yang ada pada soal diketahui:

2. Tentukan batas dalam koordinat polar.

Karena:

X =rcosf
Maka batas untuk r adalah:

1<x<2
1<rcosf <2

1 2
<r<
cos @ cos 6

secl <r < 2secf

Selanjutnya, karena 0 < y < x maka y = x, akibatnya batas untuk 6
adalah:

0<6<m/4

3. Gambarkan daerahnya.

sé%_«\_ry:Qer:ZSecﬁ

4. Buat integral rangkap duanya.

Karena:

(x% + y2)3/2 = (r? cos? 6 + r?sin? 9)3/2 = (r?)3/2 = 3

Untuk transformasi dari dydx ke drdf, gunakan determinan Jacobian:
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dx Ox d(rcos@) 0(rcosh)

0C,y) _|or 96| _ or 20 _ |cos@ ~—rsind
a(r,6) |9y dy d(rsinf@) 0d(rsinf) sin@ 71cos®
or 00 or 00
a(r’e)—rcos 0 +rsin“0 =r
Maka:
a(x,y)
dxdy 6( ) drd@ = r dr do

Dengan demikian, integral menjadi:

2 rx 1
=), ] e

/4 r2secH 1
I—f f —rdrd@
s

ecH

n/4 r2secf 1 n/4 r2secl
I—f f —drd@—f f r~2drdf
s s

ech ecH

S. Hitung integralnya.
/4 2secH
I = f [ f r—?2 dr] de
secf

Integral bagian dalam:

2secH

jZSeCH P 1 B 1 N 1 _1 9_1 o
sech roar= Tl e T " 2sech secd 2000 2%

Integral bagian luar:

m/41 1 11 1

~cosfdf = |=sinf| ==--V2=>v2
fo 5 cos [Zsm ]0 > 2\/_ 4\/_
Contoh 4:

Tentukan volume dari daerah di atas bidang xy dan di bawah grafik:

z=1-—x2—-y?
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Jawab:

Pertama, kita gambar permukaan z = 1 — x? — y2.

Gambar ini dibuat menggunakan Geogebra.

Kedua, tentukan batas-batasnya.

Pada kasus ini z=1-x2-y%2=1-(x?+y?). Pada kedua gambar

khususnya gambar pertama terlihat bahwa permukaan z memiliki kontur

192



INTEGRAL RANGKAP DUA

berbentuk lingkaran yang memenuhi persamaan x%+y?=r? Maka z
menjadi z=1-r2. Dengan mengambil nilai z = 0 maka diperoleh batas r

yaitu:
-1<r<1

Namun, karena yang ditanyakan volume di atas bidang xy maka batas r

menjadi:
0<r<1i

Untuk batas 6, karena permukaan z memenuhi lingkaran maka batas 6
adalah:

0<6<2nm

Ketiga, tuliskan integralnya.
2 1
Volume V = f f (1—7*)rdrdé
o Jo
Keempat, hitung integralnya.
21 1
Volume V = f U (1- rz)rdr] do
0 0

Integral bagian dalam:

1 1 1 1 1 1 1
1 — 72 :[_2__ 4] - _ - __
J;)( re)rdr zr 4r T27371
Integral bagian luar:
21 | 117" 1
Volume V =f0 1 do = [19]0 = En

Massa dan Rata-Rata
Pusat Massa

Dua massa yang sama, pusat massanya adalah titik tengah di antara

keduanya.
Contoh 5:

Misalkan:
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.i........._"_.....
1 cm o

Tentukan pusat massa dari dua massa di atas.

Jawab:

X1 + x5

X
cm 2
Dua massa yang tidak sama, pusat massanya adalah rata-rata bobot dari

posisi keduanya.

Contoh 6:

Tentukan pusat massa dari dua massa di atas.

Jawab:
2xq + %,
Xem = 3
Secara umum,
_Xmx

Massa dengan Kerapatan Kontinu

Untuk satu massa dengan kerapatan kontinu §(x) pada segmen [a,b],

jumlahnya akan sama dengan:

M= fbc?(x)dx

a

Sementara, pusat massanya menjadi:

1 b
Xem = Mf x6(x)dx
a
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Untuk dua massa dengan kerapatan kontinu §(x,y) dengan pusat massa

(mel ycm) ) diperoleh:

M = fLé‘(x,y)dA

Atau:

= [

Sementara, pusat massanya menjadi:

1
Xem = Mf fx6(x,y)dA
R

1
yon = 37 | | y8Ce )

Atau:

x|

Y -

?=%ffl)yp(x.y)dz4

Untuk memahaminya lebih dalam lagi, perhatikan gambar berikut yang

merupakan potongan atau bagian kecil daerah dari sebuah massa.

(r,y), area = dA = dxdy

x

Gambar 6. 3. Partisi Sebuah Massa

Gambar di atas menunjukkan massa §(x,y)dA dan tentu saja total massa

merupakan jumlah semua bagian-bagian dari massa yang dinotasikan

= [ [

dengan:

195



INTEGRAL RANGKAP DUA

Contoh 7:

Misalkan persegi satuan memiliki kerapatan § = xy. Tentukan massa dan

pusat massanya.
Jawab:

Karena daerah berbentuk persegi satuan, maka batas-batas untuk x dan y
adalah:

0<x<1ldan0<y<1

Gambar dari daerahnya adalah:

O !

Maka massanya adalah:

1 ,1 11 1
M=ff8dA=ffxydxdy=f—ydy=—
R 0o Jo 0 2 4

Pusat massanya adalah:

1 1 ,1 11 2
Xem :Mffo(x,y)dA = 4[ f x2ydx dy = 4] §ydy =3
R 0 Y0 0

1 1 01 11 2
Yem =—ffy5(x,y)dA = 4’[ f xy?dxdy = 4f Syidy =3
M) ). o Jo 0 2 3

Contoh 8:
Tentukan rata-rata jarak satu titik pada persegi dari titik pusat.
Jawab:

Gambar dari permasalahan kira-kira seperti ini.
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<— r = asect

i
a

Perhatikan gambar di atas, panjang sisi-sisi dari persegi adalah 2a dan luas
persegi 4a. Jarak titik pada persegi dapat kita ambil dari mana saja, tetapi
kita ambil rata-ratanya yang mewakili, yaitu titik-titik yang berpotongan

dengan sumbu x dan y serta titik-titik pada ujung persegi.

Dari titik-titik pada ujung persegi, jika kita tarik garis dari pusatnya, kita
peroleh dua segitiga sama kaki dengan 6 = % dan r = asecf. Sehingga kita

memiliki dua lingkaran yaitu 1/4 lingkaran kecil dengan jari-jari a dan 1/4

lingkaran besar dengan jari-jari r.

Sebagaimana yang kita ketahui, persamaan lingkaran secara umum adalah:

Maka:

r=x%+y?
Dengan menggunakan kesimetrian bahwa daerah yang akan diintegralkan

adalah 8 kali daerah segitiga, maka:

8
Rata — rata jarak = Wf f VX% +y2dxdy

persegi
2
Rata — rata jarak = ;j fr rdr do
R

Batas-batas untuk r tentunya ada pada interval 0 < r < asecf, sedangkan

batas-batas untuk 6 ada pada kuadran I dengan interval 0 <6 < %.

Maka integral menjadi:

) n/4 rasec@
Rata — rata jarak = —zf f r?drdé
asJo 0
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r

_ 2 (il 2
Rata—rata]arak=—zf —a3sec39d9=—af sec30do
a<J, 3 3 )

NE

Bentuk:
f sec30do

dapat diselesaikan menggunakan integral parsial,yaitu:

n—2

_2 sec" 2@ tan6f
1fsec“ 0d0 + —

n—1

fsecn 0do =
Maka:

1 1
jsec39d9 =Efsec9d9 +§sec9tan9
1 1
fsec3 6do = Eln(sec@ +tanf) + EsecHtanH

1
j sec30df = E(ln(sec@ +tanf) + secH tan 6)

Dengan demikian,

2 (1 2 1 /4
Rata — rata jarak = 3 af sec36do 39 [E (In(secO + tan @) + secO tan 9)]
0 0

Rata — rata jarak = ga B (ln(\/z + 1)+ \/Z)] = %a(ln(\/i +1)+ \/E)

Momen Inersia

Untuk lebih jelas mengenai momen inersia, silahkan Anda pergi ke kelas
Fisika. Secara sederhana, momen inersia adalah ukuran
kelembaman/kecenderungan suatu benda untuk berotasi pada porosnya.
Karena momen inersia berkaitan dengan rotasi maka terdapat kaitan dengan

garis tertentu pada saat berotasi.

Untuk sebuah titik massa, momen inersia pada sebuah garis didefinisikan:
[ = md?

Di mana d adalah jarak dari massa ke garis.

Sementara momen inersia dari fungsi kerapatan §(x,y) dihitung dengan

rumus:
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Pada sumbu x:
o= [ [ yoGyaa
R

Pada sumbu y:

L, =fo8(x,y)dA

Pada titik pusat:
Iy =ff(x2 +v)8(x, y)dA
R

Contoh 9:

Misalkan persegi satuan R memiliki kerapatan § = xy. Tentukan momen

inersia pada sumbu y.
Jawab:
Misalkan situasi pada soal adalah sebagai berikut:

Perhatikan gambar, jarak dari bagian kecil pada persegi ke sumbu y adalah

x. Jika bagian kecil itu memiliki massa dm maka momen inersianya adalah:
dl = x?dm = x?5(x,y)dA = x3y dxdy

7 (z,y)

7 dy
dx

x

@) 1

Penggunaan notasi dI menunjukkan bagian kecil dari momen inersia.

Sehingga jumlah semua bagian kecil dari momen inersia dinotasikan

= [a

Batas-batas untuk x dan y cukup jelas yaitu 0<x<1 dan 0<y<1.

dengan:

Sehingga momen inersianya adalah:
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1,1
1

1= ffdl =f f x3y dx dy = = (silahkan cek)
R 0 Jo 8

Contoh 10:

Misalkan persegi satuan R memiliki kerapatan § = xy. Tentukan momen

inersia dalam bentuk polar.
Jawab:

Misalkan situasi digambarkan sebagai berikut:

e

— (z,y)

€Zr

(@) 1
Perhatikan gambar, momen inersia bentuk polar pada bidang xy adalah
momen inersia terhadap titik pusat yaitu sumbu z dengan jarak r.
Sehingga kita peroleh:
dl =r%dm = (x? + y?)8(x,y)dA = (x3y + xy®)dxdy

Untuk batas-batas x dan y serupa dengan Contoh 1, maka total dari momen

inersianya adalah:

1 ,1
1
I = ffdl =f f 3y +xy®)dxdy = 2 (silahkan dicek)
R 0 Y0

Latihan 6

1. Tentukan massa dari daerah R jika kerapatannya 6(x,y) = xy yang
dibatasi oleh:

y=x+1, y=x% x=1

2. Tentukan volume tetrahedron seperti pada gambar berikut.

InZ = fla,y)
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3. Hitunglah:

T T
22
siny
I:ff dy dx
y y
0 x

Dengan merubah urutan integrasinya.

4. Hitunglah:
2 2
ffe‘yz dy dx
0 x

S. Hitunglah:

f&vwww

Di mana:

1
VX2 +y?
Dan R adalah daerah di dalam lingkaran dengan jari-jari 1 berpusat di

(1,0).

fx,y) =

Hitunglah luas daerah di dalam cardioid r = 1 + cos 6.

Misalkan R adalah daerah pada lingkaran satuan di kuadran I dengan
kerapatan 6(x,y) = y.

(c) Tentukan massa dari R.

(d) Tentukan pusat massa.

(e) Tentukan jarak rata-rata dari sebuah titik di R ke sumbu x.

8. Misalkan R adalah daerah pada segitiga dengan titik-titik
(0,0),(1,0),(1,v3) dengan kerapatan § =1. Tentukan momen inersia
bentuk polar.

Jawaban 6

1. Massa didefinsikan dengan:

f LS(x, y)dA
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Batas variabel y dari x? ke x + 1.

Batas variabel x dari 0 sampai 1.

Maka:
17 a1
ffé(x,y)dA:f U xydy]dx
R 0 LJ/x2

x+1

Integral dalam:

xX+1 1
f xy dy = [Exyz]

x2

1 1 1
=§x(x+1)2—5x5 =E(x3 +2x% +x — x°)

xZ
Integral luar:

11 1/1 2 1 1 N\ 5

3 2 5 — 4 3 2 6| —

(3 +2x2+x —x5)d —[—(— +oxd+ox? -2 )] ==

Lz(x x4+ x—x)dx S\gX Tgxtoxt—ex Nl

2. Volume dari tetrahedron adalah:
V= f f zdA
R
z=fl,y)=1-x—y

Batas variabel x dari O sampai 1.

Batas variabel y dari O sampai 1 — x.

Maka:

V= zdA = ' 1—x(1 —x —y)dydx
R 0 J0

Integral dalam:

1-x

fl_x(l—x— ) d =[ —x L 2] =1—x—x(1—x)—l(1—x)2
. yyay =y —xy 23’ . 2

1-x 1 1
l-x—-y)dy==— —x?
-[0 1-x-y)dy 57X + 5%
Integral luar:

V_ffdA_fll +12d—<1 12+13> 1
=)A= G zx)x_[zx 25 76" ]0_6

3. Urutannya dari dxdy adalah:
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n
2

n
2

sz fsmydy dx—>1=f Smydx dy
0

Trrc
2| 2

y y

X 0 |x

Batas y dari x sampai n/2.

Batas x dari O sampai /2.

Jika dirubah urutannya maka:

Batas y dari O sampai /2.

Batas x dari O sampai y

Penjelasan:

Batas y dari x sampai /2 menjadi batas x dari O sampai y.
Kita lihat x dan y ada di kuadran I.

Jadi, berdasarkan koordinat polar dan fungsi sinus, maka:
Batas y dari O sampai /2.

Batas x dari O sampai y

Maka:

Vs
2y
siny
I=ff dxd
y y
00

Integral dalam:
y . -
sin x sin
f Y dx = [ my
y

]
siny
0 y 0

Integral luar:

i

2 VA
I=fsinydy= [—cosy]g= 1

0

4. Hasil perhitungan:

2y
jje‘yzdxdy
00
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Integral dalam:

Integral luar:

2
2 1 1 1 1
-y? [ —yz] el (1=
fye dy [Zye 5 e +2 2(1 e ™) >
0
S. Pertama kita gambarkan daerah R di dalam lingkaran dengan r =1 di

pusat (1,0).

Perhatikan bahwa persamaan lingkaran dengan r =1 dan berpusat di
(1,0) dalam polar adalah:
x—-1D%*+(@y—-0)2=12
x2-2x+1+y2=1
x?+y?=2x
Dalam polar:
x =rcosf =cosf
y=rsinf =sinf
Maka:
cos? 6 + sin?@ = 2 cos 6
1=2cos®
r =2cos6
Dari gambar jelas bahwa:
Batas r (batas dalam) adalah 0 <r < 2cos#
Batas 6 (batas luar) adalah —n/2 < 8 < /2 artinya sudut terbentuk tegak
lurus dari sudut —90° sampai 90°.

Maka:
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/2 r2cos6 1 /2 r2cos@
fff(x,y)dxdy:f f —rdrdé =f f dr dé
R /270 r /270

Integral dalam:
2cosfO
f dr = 2cos@
0

Integral luar:

/2
fff(x,y)dxdy=f 2 cos @ do
R

—-m/2
[ [reuyaxay = @sinn/2) + @sinmy2) = 4
R

6. Kardioid adalah bentuk geometri menyerupai hati, seperti gambar

berikut:

]

Dengan menggunakan garis radial maka batas integrasinya adalah:
Batasnya adalah:

Batas dalam yaitu batas r dari O sampai 1 + cos 6.

Batas luar yaitu batar 8 dari O sampai 2.

Maka luas area adalah:

2T r~14+cosé@
jfdA =j j rdrdf
R 0 0

1+cos 6 1 1488 (1 + cos )2
f rdr = [—rz] = -
0 2

Integral dalam:

0 2

Integral luar:

2T (1 + cos 9)? e (1 cos? 0
jjdA=j —d9=J —+cosf + do
R 0 2 o \2 2

Perhatikan:
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7.

) 1+ cos 26
cos“0do = Td@
2m 5 2m 1+ cos 20 29 sm 201%™
f cos Qdezf [ ] =7
0 0 2 0

Maka:

Integral luar:

(2)

(b)

[ [aa=[3o+smo+3(0+ 20 =mwos u=3
sin >\ 4 . =T 27‘[—27'[

Karena R adalah bagian dari lingkaran satuan maka kita gunakan
koordinat polar. Dari soal diketahui bahwa R terletak pada kuadran
pertama maka batas dari integral adalah:

0<r<ldan0<6<m/2

6(x,y) =y menjadi 6(x,y) =rsinf

Sehingga:

= [ [

/2 1
M= f f (rsin8)rdrdo
0 0

/2 r1
sz frzsinﬁdrde
0 0

Integral dalam:
1 1
f r2sinf dr = =sin 6
0 3
Integral luar:

/21 1
M=| sin6df=|-cosb
fo 3sm [ 3cos ]0

Koordinat pusat massa adalah (x., V.m) yang dinyatakan dengan:

1
xm=Mffo6dA

1
YCmZMf-Ly5dA

Karena:
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Untuk x.,,:

/2 /2
m = 3[ f (rcos8)(rsin@)rdr dé —f f 3r3 cos 6 sin 6 dr d6

Integral dalam:
1 3 3
f 3r3cosOsinfdr = [—r4 cosGsinG] =—cosfsinf
. 4 o 4

Integral luar:

m/23 3 1 Tz o3
me:fO ZCOSQSiDQdQZ[Z-ESiHZQ]O =3
Untuk y.p,:
/2 1 /2 1
m = 3] j (rsin0)(r sin O)rdr do =f f 3r3sin? 0 dr do
o Jo o Jo

Integral dalam:
1 3
f 3r3sin? @ dr = —sin? 9
0 4

Integral luar:

. m(l ! 29>d0
ycm—J;) ZSIH _ZJ;) E_ECOS

/2

0 — —sm 29]

7'[/23
— 2 cin2 _
ycm—J;) 4sm 6do = 4[2

0

3
Yem —z(z”“’) = T6"

Maka pusat massanya adalah:

(5157)
8’16 "

(c) Jarak rata-rata (/i) fungsi f(x,y) pada area R adalah:

1R=ni/4”f(x,y)dA=§”ydA

Jr = jf(rsm@)rdrd&

f fr sin@ dr dé

1 1
f r2sinf dr = —sinf
0 3

Integral dalam:

Integral luar:
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_4["1_9d9_4[ 1 9]"_4

]R_ﬂo 3 Sin =—|3cos iy

Daerah R adalah segitiga dengan sudut 30°,60°90° seperti gambar
berikut:

r = secl

A J
)

1
Perhatikan pada gambar menunjukkan segitiga dan potongan persegi
kecil dalam R. Jika potongan persegi memiliki luas dA maka momen
inersia dalam polar dI = r?5dA. Karena § =1, dA = r drdf maka total

momen inersia adalah:

I=fLr28dA=fLr2(1)rdrd9=fer3 dr do

Karena x = 1 dan x dalam polar x = r cos § maka r cosf = 1 atau:
r= g = sec

Batas integral 0 <r < secf dan 0 < 6 < m/3.

Maka:
/3 rsec@
I = f f r3drde
0 0

secl 1
f r3dr = —sec* 9
0 4

Integral dalam:

Integral luar:
/3 1
I = j —sec*6do
o 4

Gunakan:
sec*f = sec®?fsec?d = (1 +tan?0)d(tanH)
Maka:

/3

/3 1 1
I=f —sec*0df =—|tanf + —tan 0
, 4 4 3 0
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/31 1 1, =3\ 1
— Zcach —_ Z =_
I_L zsec*0.do 4(\/3+3(\/3)) 2\/3
Jadi, momen inersia dalam bentuk polar adalah v3/2.

Rangkuman 6

1. Integral rangkap dua dari f di atas persegi panjang R adalah:

f fRf (r.y)ad = m%r&mi if (xfj, vij)a4

i=1j=1
Tentu saja, jika limitnya eksis.
2. Jika f(x,y) kontinu pada persegi panjang R di manaa <r <bh,a <60 < f3,

dan 0 < f — a < 2m maka integral rangkap dua dalam polar:

ij(x,y)dA = -[:Lbf(rcose,rsine)rdrdg

3. Massa dengan kerapatan kontiny §(x,y) dihitung dengan rumus:

M =ff6(x,y)dA
R
Atau

= | [penas

4. Momen inersia dari fungsi kerapatan §(x,y) dihitung dengan rumus:

Pada sumbu x:
L, = f fyc?(x,y)dA
R
Pada sumbu y:

L, = jfo(x,y)dA
R

Pada titik pusat:

Iy = J.L(xz +v)8(x,y)dA

5. Untuk dua massa dengan kerapatan kontinu §(x, y) dengan pusat massa

(Xem» Yem), dihitung dengan rumus:

1
Xem = Mf jx5(x:y)dA
R
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1
Yem = MfLyS(x:y)dA

Atau:

X = %fop(x,y)dA

y = %f nyp(x,y)dA

Tes Formatif 6

1.

Volume benda solid pada oktan pertama yang dibatasi oleh bidang
xy,yz,xZ, x + y = 4 dan permukaan z = V4 — x adalah ...

18/5

27/5

32/5

64/5

72/5

@ o owe

Volume tetrahedron yang dibatasi bidang x +2y+z =2, x =2y, x =0,
dan z = 0 adalah ...

A. 36

B. 216/35
C. 15/2

D. 3/2

E. 1/3

Nilai dari:
ff(3x + 4y?)dA
R

Di mana R daerah setengah bidang bagian atas yang dibatasi lingkaran
x?+vy? =1dan x? + y? = 4 adalah ...

17m/2

151/2

9 /2

/2

/2

W o ow?
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4. Massa dari segitiga dengan titik-titik (0,0),(1,0),(0,2) dan fungsi
kerapatan p(x,y) =1+ 3x + y adalah ...

8/3

3/8

11/16

6/11

5/24

m U oW

5. Momen inersia dalam polar dari satu loop lemniscate 72 = a?cos 26

sekitar pusatnya di mana § = 1 adalah ...

A. ma*/4
B. ma*/8
C. ma*/16
D. ma*/32
E. ma*/64

Jawaban Tes Formatif 6

1. D
4 pd4—x
sz V4 —x dydx
0o Jo

Integral dalam:

4—x

VE—xdy = (4 — 0VE—x = (4 — 2)*/?

0

Integral luar:

* 2 * 64
V=f (4 —x)%%dx = ——(4—x)5/2] =—
0 5 o 5
2. E
Karena x+2y+z=2 maka z=2-x—2y dan gambar permasalahan

seperti gambar berikut:
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4

Sementara area D pada bidang xy seperti gambar berikut:

VA
x+2y=2
(ory=1—x/2)
]' /
/
L
p (Y
y=x/2
0/ : X

Dari gambar diatas jelas bahwa:
Batas x antara O sampai 1.
Batas y antara x/2 sampai 1 — x/2.

Maka:

v=ff(2—x—2y)dA
D

1 (1-x/2
V=J J (2 —x—2y)dydx
0 Jx/2

Integral dalam:

1-x/2
f 2-x-2y)dy=x?—-2x+1
x/2

Integral luar:

1 1
V=fx2—2x+1dx=—
0 3

B
Daerah R dapat digambarkan sebagai:
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R={(x,y)|y=01<x?+y?<4}

YA
xX+y'=4
-R/
N
¢ x>+y?=1 &

Dari gambar jelas bahwa:

Batas r antara O sampai 2.

Batas 0 antara O sampai

Variabel x dan y dalam polar adalah:

3x = 3rcosf dan 4y? = 4(rsin6)? = 4r?sin? 9
Maka:

T 2
f j (3x + 4y?)dA = j f (3r cos 8 + 4r? sin? O)r dr dO
R 0 J1

f f (3x + 4y?)dA = fﬂf2(3r2 cos @ + 4r3sin? 9) dr d6
R 0 J1
Integral dalam:
f2(3r2 cos 0 + 4r3sin® @) dr = 7 cos 6 + 15sin? 0
1
Integral luar:

T
ff(3x+4y2)dA =f (7 cos 8 + 15 sin? 8)d0
R 0
T 15
ff(3x+4y2)dA=f 7 cos @ +7(1—c0520) do
R 0
T 15 15
jf(3x+4y2)dA =f (7cos€ +———c0526>d9
R 0 2 2
15 15 9"
jj(3x + 4y?)dA = [751n9 +—0 ——51n26]
R 2 4 0

15
ff(3x+4y2)dA =—m
R 2
4. A

Ingat bahwa rumus massa adalah:

m=ijp(x,y)dA
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Karena segitiga memiliki titik-titik (0,0), (1,0), (0,2) maka diperoleh

gambar:
V4
(0, 2) A

T

f=y}

0

-y

(1,0)

Dari gambar di atas jelas bahwa:

Batas x antara O sampai 1, dan batas y antara O sampai 2 — 2x.

Maka:

1 p2-2x
mzf f (1+3x+y)dydx
o Jo

Integral dalam:

(1+3x+

jZ—Zx
0

2—-2Xx
f (1+3x+y)dy =
0

2-2x

1
y)dy = [y +3xy + Eyz
0

2—2x+6x—6x2+2(1-2x+x?%)

2-2x
f (1 +3x +y)dy = 4 — 4x?
0

Integral luar:

1 4
m= f (4 — 4x®)dx = [4x —§x3]
0

C

1

0

Karena lemniscate berbentuk simetri, untuk menghitung momen inersia,

kita hanya menggunakan loop
pada gambar berikut:

bagian atas saja dan dikalikan 2, seperti

L

Gambar menunjukkan bahwa

2

r“=cos 20

Sudut bagian atas terletak antara 0 < 6 < /4.

Dan r terletak antara 0 < r < avcos 20.
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Maka:

n/4 ravcos26
Ip=2 f f (x? +y?)6dA = 2f f r2(Dr drdo
D o Jo

T/4 ravcos26
Ip = 2f f r3drdf
0 0

Integral dalam:

avcos26 1
f r3dr = —a*cos? 20
0
Integral luar:
7T/41 . 5 7'[(14
Ip =2 - 20d0 = —
0 J;) 40L cos 16

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 6 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 6.

Tingkat P _Jumlah Jawaban yang Benar « 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:

90 - 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 7. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda harus

mengulangi Modul 6, terutama bagian yang belum dikuasai.
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QR Code Video Pembelajaran

QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 7

MEDAN VEKTOR DUA DIMENSI, INTEGRAL
GARIS DAN CURL

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan masalah

menggunakan konsep medan

vektor dan integral garis.

Materi 7
Medan Vektor pada Bidang

Perhatikan fungsi berikut ini:

F(x,y) = M(x,y)i+ N(x,y)j = (M, N) €]

Di mana M dan N keduanya fungsi dua variabel. Untuk tiap pasangan (x,, y)
sehingga M dan N terdefinisi, fungsi seperti ini menetapkan vektor F(x,,y,)
ada dalam bidang. Oleh karena itu F disebut vektor fungsi dua variabel.

Himpunan titik-titik (x,y) yang membuat F terdefinisi disebut domain F [3].

Bentuk visual secara umum dari fungsi F(x,y) di tiap titik (xg,y,) dalam
domain F, kita tempatkan F(x,,y,) sehingga ujung vektornya ada di (xg,y,).
Dengan demikian tiap titik dalam domain adalah ujung dari sebuah vektor,
sehingga menghasilkan medan vektor. Medan vektor ini memberikan

gambaran dari fungsi vektor F(x, y)sebagai berikut:
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\ —

|
§

Gambar 7. 1. Medan Vektor

Sebaliknya, jika diberikan medan vektor dari daerah di bidang xy, medan
vektor tersebut akan menghasilkan sebuah fungsi vektor seperti (1) dengan
mengekspresikan setiap medan vektor dalam komponen i dan j. Sebagai

catatan, fungsi vektor bermakna sama dengan medan vektor.
Contoh 1:
Sebuah medan vektor di R? didefinsikan oleh:

F(x,y) = —yi+ xj

Gambarkan F dengan domain [—-1, 1].

Jawab:

() F(x,y)

(-1L-D (1,-1)
(=10 (0,-1)
(=11) (-1,-1)
(0,-1) (1,0)
(0,0) (0,0)
0,1) (—1,0)

(1,-1) (1,1)
(1,0) (0,1)
(1L, (-1,1)
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Gambar 7. 2. Medan Vektor F = (—y, x)

Perhatikan, gambar di atas menunjukkan bahwa tiap vektor adalah tangen
pada sebuah lingkaran berpusat di (0,0). Untuk menunjukkannya kita

gunakan dot product antara vektor posisi x = xi + yj dengan F(x, y), yaitu:
x-FO,y) =(xy) (-y,x)=0
Medan Vektor pada Ruang
Perhatikan fungsi berikut ini:
F(x,y,z) = M(x,y,2)i+ N(x,y,2)j + 0(x,y, 2)k (2)
Penjelasannya analog dengan medan vektor pada bidang.
Contoh 2:
Sebuah medan vektor di R? didefinsikan oleh:
F(x,y,z) =yi+zj + xk
Gambarkan F dengan domain [-3, 3].
Jawab:
Kita gambarkan F menggunakan Octave dengan sintaks:

>> [x,y,z] = meshgrid(-3:3, -3:3, -3:3);
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>>M=y;
>> N = z;
>> 0 = X;

>> quiver3(x, y, z, M, N, O);
>> xlabel("x")
>> ylabel("y")
>> zlabel("z")

Diperoleh gambar:
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Gambar 7. 3. Medan Vektor F = (y, z,x)

Sebagai tambahan, F kontinu di beberapa daerah pada bidang jika M(x,y)
dan N(x,y) adalah fungsi kontinu di daerah tersebut. Dengan cara yang
sama, kita mengatakan bahwa F dapat diturunkan di beberapa daerah jika
M dan N juga dapat diturunkan yang artinya semua turunan parsial dari M
dan N eksis.

oM O0M ON ON

ox’ oy’ ox’ dy
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Selain itu, F dapat diturunkan secara kontinu di daerah tersebut jika semua
turunan parsial kontinu di daerah tersebut. Secara umum, medan vektor
dapat diturunkan secara kontinu kecuali pada titik-titik tertentu atau pada
daerah tertentu pada kurva. Namun demikian, titik-titik atau kurva tersebut

berpengaruh pada sifat-sifat penting medan vektor.
Gradien Medan Vektor

Perhatikan fungsi berikut ini:

w = f(xy) 3

Jika (3) adalah fungsi yang dapat diturunkan maka gradien dari w adalah:
Y = ow N ow _ 4
W= dx ! dy )

Perhatikan, Vw adalah medan vektor karena turunan parsialnya adalah

fungsi dari x dan y.

Sekarang kita ingat kembali interpretasi geometris dari gradien, yaitu:

o . dw
|[Vw| = nilai terbesar dari I (5
u
Di mana:
aw| v
Gl = w-u

Adalah turunan berarah dari w searah u.

Fakta penting lainnya dari gradien adalah jika salah satu gradien diambil

dari kontur kurva f(x,y), berdasarkan definisi kurva:
flx,y) =c, ¢ konstan

Maka di tiap titik (xg,y9), gradien vektor Vw di titik tersebut tegak lurus

dengan garis kontur, dengan kata lain:

Gradien medan f tegak lurus dengan kontur kurva f (6)
Contoh 3:
Tentukan gradien medan vektor dari w = \/m .

Jawab:
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Dengan menggunakan definisi (4), diperoleh:

dw . dw .

Vw=—i+—
w 6xl+6y

Sekarang kita tentukan turunan parsial masing-masing. Untuk turunan

parsial terhadap x diperoleh:

ow 1 1
P LGRS )
ow _ 2x b

dx _2\/x2 +y2 _\/xz T2
Untuk turunan parsial terhadap y dengan cara yang sama diperoleh:

dw y

dy JxZ +y?

Dengan demikian gradien medan vektor dari w adalah:

x y

Vw = i+ j
ity iy

Kita bisa gambarkan gradien medan vektor w menggunakan Octave, dengan

sintaks:

>> [x, y] = meshgrid(-3:3, -3:3);
>> M = x./(sqrt(x.A2+y.A2));

>> N = y./(sqrt(x.A2+y.A2));

>> quiver(x, y, M, N);

Diperoleh gambar:
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Gambar 7. 4. Medan Vektor Vw

Perhatikan, titik (0,0) pada bidang xy dihapus dari domain Vw dan akibatnya
Vw dapat diturunkan secara kontinu di daerah pada bidang xy. Karena
|xi + yj| = r maka akibatnya |Vw|=1. Dengan demikian semua vektor dari
medan vektor Vw adalah vektor satuan dan mengarah keluar dari titik (0,0).
Hal ini sangat masuk akal dengan (5) karena definisi dari w menunjukkan
bahwa dw/ds harus bernilai paling besar pada arah luar radial, dan memiliki

nilai 1 pada arah itu.

Sehingga kontur kurva w merupakan lingkaran yang berpusat di (0,0) yang

tegak lurus dengan Vw di mana-mana seperti yang diprediksi (6).
Medan Gaya dan Kecepatan

Pencarian terkait penggunaan medan vektor, berikut ini adalah dua situasi

fisika yang dijelaskan secara matematis oleh bidang vektor.
Medan Gaya

Dari fisika, kita memiliki medan gaya elektrostatis dua dimensi yang muncul
dari sebuah distribusi muatan statis (yaitu, tidak bergerak) di dalam bidang.
Di setiap titik (x,y) pada bidang, kita menempatkan vektor yang mewakili
gaya yang akan bekerja pada muatan satuan positif yang ditempatkan di titik

tersebut.

Dengan cara yang sama, kita mendapatkan medan vektor yang muncul dari
distribusi massa pada bidang xy, mewakili gaya gravitasi yang bekerja pada

setiap titik pada satuan massa. Ada juga medan elektromagnetik yang timbul
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dari muatan listrik yang bergerak dan / atau sebaran magnet, yang mewakili

gaya magnet di setiap titik.
Semua ini akan kita sebut sebagai medan gaya.
Contoh 4:

Ekspresikan dalam i dan j dari medan gaya elektrostatis F pada bidang xy
yang timbul dari muatan positif satuan yang ditempatkan di titik asal,
mengingat vektor gaya pada (x,y) diarahkan secara radial menjauh dari

asalnya dan memiliki besaran c¢/r?, ¢ konstan.
Jawab:

Karena vektor F =xi+ yj dengan ujung vektor di (x,y) diarahkan secara
radial ke luar dan memiliki besaran r, maka vektor itu memiliki arah ke

kanan, dan kita hanya perlu mengubah besarnya menjadi c/r?.

Caranya kita kalikan xi + yj dengan c¢/r3, sehingga diperoleh:

cx., ¢y,
F = T_31 + T_3]
Karena r? = x? + y? maka:
F= cx . cy .
- (x2 + y2)3/2 1+ (x2 + y2)3/2]

Medan Alir dan Medan Kecepatan

Medan vektor yang kedua muncul sebagai medan alir dan medan kecepatan.
Bayangkan sebuah fluida mengalir di tangki dangkal horizontal dengan
kedalaman seragam, dan asumsikan bahwa pola aliran pada titik mana pun
murni horizontal dan tidak berubah seiring waktu. Kita akan menyebutnya
sebagai aliran kondisi-mapan dua dimensi atau singkatnya, cukup aliran.
Fluida dapat dimampatkan (seperti gas), atau tidak dapat dimampatkan

(seperti air).

Kita juga mengizinkan kemungkinan bahwa pada berbagai titik, fluida
ditambahkan atau dikurangi dari aliran; misalnya, seseorang mungkin
berdiri di atas tangki yang menuangkan air pada titik tertentu, atau di area
tertentu. Kita juga mengizinkan kepadatan bervariasi dari satu titik ke titik

lain, seperti halnya pada gas yang dipanaskan secara tidak merata.
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Dengan aliran seperti itu kita dapat mengasosiasikan dua medan vektor.

Ada medan kecepatan v(x,y) dimana vektor v(x,y) pada titik (x,y)
melambangkan vektor kecepatan aliran pada titik itu - yaitu, arahnya

memberikan arah aliran, dan besarnya memberikan kecepatan aliran.
Lalu ada medan alir, didefinisikan oleh:
F=65(xyv(x,y) ()

dimana §(x, y) memberikan massa jenis fluida pada titik (x, y), dalam variabel
massa per satuan luas. Dengan asumsi massa jenis tidak O pada titik (x,y),

kita bisa menafsirkan F(x,y) sebagai berikut:
dir F = arah aliran fluida di (x,y) (8)

IF| = {laju transportasi massa (per satuan panjang per detik)
~ | melintasi garis tegak lurus terhadap arah aliran di (x, y)

Al

lv|at
Dari (8) dan kemudian dengan gambar di atas, diperoleh:
|F|AlAt = §|v|AtAl = massa pada AA
Jika kedua ruas kita bagi dengan AlAt dan AlmAt — 0 maka diperoleh (8).

Jika massa jenis §, konstan, dan akan terjadi pada fluida yang tidak dapat
dimampatkan pada suhu yang seragam, maka medan aliran dan medan
kecepatan pada dasarnya sama, dengan (7) di mana salah satu vektornya

hanyalah kelipatan skalar konstan dari vektor lainnya.
Contoh 5:
Deskripsikan dan interpretasikan:

xi + yj

=x2+y2

Sebagai medan alir dan medan gaya.
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Jawab:

Sebagaimana pada Contoh 4, medan F terdefinisi di mana-mana kecuali di

(0,0) dan arahnya keluar secara radial, dan besarnya |F| = r/r? atau |F| = 1/r.

F adalah medan alir untuk sumber berkekuatan 2m dari titik (0,0). Untuk
melihat ini, lihat lingkaran dengan jari-jari a berpusat pada (0,0). Pada setiap
titik P dalam lingkaran ini, alirannya keluar secara radial dan dengan (8),

diperoleh:

1
Laju transportasi massadi P = 2

1
Laju transportasi massa melintasi lingkaran = —- 2rma = 2n
a

Ini menunjukkan bahwa dalam satu detik, 2r massa mengalir keluar melalui
setiap lingkaran yang berpusat di titik asal. Ini adalah medan alir untuk
sumber berkekuatan 2mn di asalnya, semisal, orang bisa membayangkan pipa
sempit ditempatkan di atas tangki, memperkenalkan 2m satuan massa per

detik pada titik (0,0).
Kita tahu bahwa |F| = §|v| = 1/r maka terdapat dua kasus penting yaitu:

* jika fluida tidak dapat dimampatkan, seperti air, maka massa jenisnya
konstan, sehingga kecepatan aliran berkurang sebesar 1/r dan akibatnya

aliran ke luar semakin lambat semakin jauh dari asalnya,;

* jika dapat dimampatkan seperti gas, dan kecepatan alirannya tetap, maka

densitasnya berkurang sebesar 1/r.
Sekarang kita dapat menafsirkan medan yang sama sebagai medan gaya.

Misalkan kita pikirkan sumbu z di ruang 3 dimensi sebagai kawat lurus
panjang, membawa muatan elektrostatis positif yang seragam. Ini memberi
kita medan vektor di ruang 3 dimensi, mewakili medan gaya elektrostatis.
Karena satu bagian kawat tampak seperti bagian lainnya, simetri radial
pertama-tama menunjukkan bahwa vektor pada medan gaya memiliki O
sebagai k - komponen, yang diarahkan secara radial ke luar dari kabel, dan
kedua bahwa besarnya hanya bergantung pada jaraknya r dari kabel. Hal ini
dapat ditunjukkan pada kenyataan bahwa medan gaya yang dihasilkan

adalah F, hingga faktor konstan.
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Medan seperti itu disebut "berdimensi dua’, meskipun itu adalah medan
vektor dalam ruang, karena z dan k tidak dimasukkan ke dalam
deskripsinya. Jika kita mengetahui tampilannya di bidang xy, maka kita

tahu bagaimana tampilannya di ruang 3 dimensi. dengan kabel.
Contoh 6:

Tentukan medan kecepatan fluida dengan massa jenis 1 di tangki dangkal,
berputar dengan kecepatan sudut w konstan berlawanan arah jarum jam di

sekitar titik (0,0).
Jawab:
Pertama kita tentukan arah medan di setiap titik (x,y).

Kita tahu vektor xi +yj diarahkan ke luar secara radial. Oleh karena itu
sebuah vektor akan tegak lurus dengan arah jarum jam (lihat gambar) yaitu

—yi + xj karena produk skalar dengan xi + yj adalah O dan tandanya benar.

Vektor sebelumnya memiliki besaran r. Jika kecepatan sudutnya adalah w,

maka kecepatan linier diberikan oleh:
|v] = wr

Untuk mendapatkan medan kecepatan fluida, kalikan medan di atas dengan

w sehingga diperoleh:
vV = —wyi + wxj
Integral Garis dan Usaha

Perhatikan dua gambar berikut ini:
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dr

h dr

Ar

r

Gambar di sebelah kiri menunjukkan gaya F yang diterapkan pada
perpindahan Ar. Sebagaimana yang kita tahu bahwa usaha adalah gaya
dikalikan jarak, tetapi hanya komponen gaya yang searah dengan

perpindahan yang melakukan usaha. Dengan kata lain,
Usaha = |F| cos @ |Ar| = F - Ar

Sementara, gambar di sebelah kanan menunjukkan jika usaha dilakukan
dalam potongan-potongan kecil, maka variabel gaya variabel yang diterapkan
pada kurva akan menghasilkan usaha total yang ditentukan dengan
'menjumlahkan' potongan yang sangat kecil. Kita menyebutnya sebagai

integral garis dan dilambangkan dengan:

fF-dr
c

Di mana:
F = Mi + Nj = (M, N) adalah medan vektor pada bidang atau
F = Mi + Nj + Ok = (M, N, 0) adalah medan vektor pada ruang

r(t) = x(t)i+ y(t)j = (x,y) adalah kurva C pada bidang di mana dr = (dx, dy)

atau

r(t) =x@®)i+ y(t)j+ z(t)k = (x,y,z) adalah kurva C pada ruang di mana dr =
(dx,dy,dz)

Menghitung integral garis
Perhatikan contoh berikut:
Contoh 7:

Evaluasi,

I = _[xzy dx + (x — 2y)dy
c
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Dimana:
fF'dr: f(M,N)'(dx,dy)=fde+Ndy
c c c

F = x2%yi+ (x — 2y)j
Di atas bagian parabola y = x? dari (0,0) sampai (1,1).

Jawab:

Pertama, tentukan persamaan parametrik kurva terlebih dahulu.

y = x? maka:

x(t) =tdan y(t) =t?dimana 0 <t < 1.

Seperti pada gambar berikut:

1
Selanjutnya kita tentukan turunan dari x dan y, yaitu:
dx = dt dan dy = 2t dt

Sehingga integral menjadi:

I = fxzy dx + (x — 2y)dy
C
1
I= f t2t? dt + (t — 2t%)2tdt
0

1 2
Izj t* 4+ 2t —4t3dt = ——
o 15

Contoh 8:

Evaluasi,
I = szy dx + (x — 2y)dy
c

Di atas bagian garis y = x dari (0,0) sampai (1,1).

Karena
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Jawab:

Pertama, tentukan persamaan parametrik kurva terlebih dahulu. Karena

y =x maka:
x(t)=tdan y(t) =tdimana 0 <t <1.

Seperti pada gambar berikut:

> T

1
Selanjutnya kita tentukan turunan dari x dan y, yaitu:
dx = dt dan dy = dt

Sehingga integral menjadi:

I = fxzy dx + (x — 2y)dy
Cc
1
1=f t2tdt + (t — 2t)dt
0

1 1
I=ft3—tdt=——
0 4

Contoh 9:

Evaluasi,
1= fxzy dx + (x — 2y)dy
c
Di atas bagian kurva C dengan persamaan parametrik x(t) = sint dan y(t) =
sint di mana 0 <t < /2.
Jawab:

Karena kurva sudah dalam bentuk parametrik, maka kita tentukan turunan

dari x dan y yaitu:

dx = cost dt dan dy = 2sintcost dt
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Sehingga integral menjadi:

I = fxzy dx + (x — 2y)dy
c
/2
I =f sin*tcost dt + (sint — 2sin?t)2sintcost dt

0

/2
I =f (sin*t + 2sin?t — 4sin3t) cost dt

0

/2
I = f (sin* t + 2sin?t — 4sin3 t)d(sint)
0

/2

2
+ —sin3t — sin*t =

I_sinst 2
| 5 3 . 15

Hasil ini mengilustrasikan titik yang sangat penting bahwa integral garis

tidak bergantung pada bagaimana kurva diparameterisasi.
Sifat-sifat dan Notasi Integral Garis
1) Integral garis tidak bergantung pada parameterisasi.

2) Jik arah pada kurva kebalikannya maka integral garis berubah tanda,

f F-dr=—fF-dr
-C c

—C bermakna kurva yang sama bergerak dengan arah berlawanan.

yaitu:

3) Jika C tertutup kita gunakan notasi:
3€F-dr=3€de+Ndy
c c

Contoh 10:

Evaluasi,
I = fydx+(x+2y)dy
c

Di mana C seperti pada gambar berikut:
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c
19 (1,1)

Co

Jawab:

Pada gambar terlihat, kurva terbagi menjadi dua bagian, sehingga integral

juga akan terbagi menjadi dua bagian, yaitu:

I =f ydx+(x+2y)dy+f ydx + (x + 2y)dy
C1 CZ
Pada kasus ini, kita tidak perlu parameter t pada kurva C.
Pada C; untuk y = 1 gunakan x sebagai parameter dimana 0 < x < 1dandx =
dx,dy = 0.
Sunstitusikan ke dalam integral diperoleh:
1
f ydx+(x+2y)dy=f dx =1

(o) 0
Sementara pada C, untuk x = 1 nilai y bergerak dari 1 ke O dan dy = dy,dx =
0.

Sunstitusikan ke dalam integral diperoleh:

0 1
f ydx+(x+2y)dy=f (1+2y)dy=—f (1+2y)dy =-2
C 1 0

1

Maka:
I=1-2=-1
Integral Garis dengan Pendekatan Geometris

Integral garis pada hakekatnya merupakan bentuk geometris, jadi terkadang
kita harus dapat menggunakan penalaran geometris untuk menghindari
perhitungan yang membosankan yang digunakan dalam menghitung

integral garis tertentu.
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Geometri juga dapat memberi kita wawasan tentang situasi yang terkadang

tidak jelas perhitungannya.

Kita mulai dengan integral garis yang kita hitung secara langsung, seperti

contoh berikut.
Contoh 11:

Evaluasi,
I = .(f —ydx +xdy
c

Di mana C adalah lingkaran satuan yang melintas dengan arah berlawanan

jarum jam.

Jawab:

Pertama, kita buat parameter untuk lingkaran yaitu:
X = cost, y=sint, 0<5t<2m
Kemudian, tentukan turunan dari x dan y diperoleh:
dx = —sintdt, dy =cost dt

Sehingga integral menjadi:

2m

I =f—ydx+xdy=f —sint (—sint)dt + cost cost dt
c 0

2T 21
1=f sin? t dt + cos? tdt = dt = 2m
0 0

Rumus Dasar

Sebagaimana yang kita ketahui:

dr_ ds
dt  ~dt
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Di mana T =tangen satuan dan s = panjang busur. Dengan eliminir dt

diperoleh:
dr =Tds

Sehingga kita peroleh rumus integral garis lainnya yaitu:

fF-drsz-Tds
c c

Definisi Integral Garis

Jika f terdefinisi pada kurva mulus C maka integral garis f sepanjang kurva

C adalah:

n
ff(x, y)ds = A%Zf(xf,y;)ASi
c i=1

Jika limitnya eksis.
Contoh 12:

Evaluasi menggunakan rumus dasar dari:
I = 3€ —ydx +xdy
c
Di mana C adalah lingkaran satuan yang melintas dengan arah berlawanan
jarum jam.
Jawab:

Kita tahu bahwa F = —yi + xj dan tangen satuan dari lingkaran C adalah T =

—yi+xj, maka F-T=(—y,x) - (-y,x) =y?>+x? =1

Sehungga:

I=f—ydx+xdy
c

I=fF-dr=fF-Tds=3gds=2n
c c c

Gradien Medan dan Fungsi Potensial

Sebelumnya kita sudah sedikit tahu tentang gradien dari fungsi bernilai

skalar, yaitu:
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Vf(x: y) = (fx:fy)
Sebagai contoh:
Vx3y* = (3x2", 4x3y3)

Kita juga sudah mempelajari tentang medan vektor dan gradien medan

vektor. Perhatikan bahwa f disebut fungsi potensial pada medan vektor F.
Teorema Fundamental Integral Garis
Jika F =Vf = (f,, f,) adalah gradien medan vektor dan C adalah sebarang
kurva dengan titik-titik ujung Py = (x4,y,) dan P; = (x;,y;) maka:

[ Fdr = £Calfy = FGy) = £Gro0)

c

Artinya, untuk gradien medan vektor, integral garis tidak bergantung pada
lintasan yang diambil, yaitu, hanya bergantung pada titik akhir C.
Contoh 13:

Misalkan f(x,y) = xy® + x2. Hitunglah menggunakan dua cara dari:

I=fF-dr
c

Di mana C seperti pada gambar berikut:

To,0)

Jawab:

Cara pertama:

Tentukan bentuk parametrik dari C yaitu x =x, y =2x, 0 <x < 1.
F=Vf=(ffy) = +2x3xy%)

dr = (dx, dy) = (dx, 2dx)
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Maka:

1= fF -dr = f(y3 + 2x,3xy?) - (dx, 2dx) = f(y3 + 2x)dx + 3xy?2. 2dx
c c c

1 1
I = f (8x3 + 2x)dx + 24x3dx = f (32x3 4+ 2x)dx =9
0 0

Cara kedua:

Menggunakan teorema fundamental, diperoleh:
ij -dr = f(1,2) — f(0,0) =9
c
Bukti teorema fundamental

fCVf~dr=foxdx+fydy

~ ty dx dy
LVf-dr— fto [fx(x(t),y(t))a+fy(x(t)'y(t))5] at

ty

d
[vrar =" Sra. e
C

to

j Vf - dr = [f((©), yO)]E
Cc

jc V- dr = £(P) — f(Po)

Signifikansi teorema fundamental

Untuk gradient medan F integral dari usaha:

fF-dr
c

Bergantung hanya pada titik-titik ujung lintasan. Situasi seperti ini kita

sebut integral garis lintasan independen.

Kasus khusus dari situasi ini jika kurva C tertutup adalah:

F=Vf=>j§F-dr=0
c
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Menurut ilmu fisika, gaya konservatif tidak bekerja di sekitar loop tertutup,

artinya:
F = Vf adalah medan konservatif
Contoh 14:
Jika F adalah medan listrik dari suatu muatan listrik maka F konservatif.
Contoh 15:
Medan gravitasi dari sebuah massa adalah konservatif.
Just to remember:
a) F=Vf = fii+fyi = {fu.fy)
b) r=xi+yi=(x,y)
c) dr = (dx, dy)

d) Vf-dr = fidx+f,dy
&) f Vf-dr = £(P) — f(Po)
C

Pada bagian d) kita tahu bahwa df = f, dx + f, dy. Jika M = f, dan N = f,

sehingga:
Mdx + N dy
Disebut turunan eksak jika M dx + N dy = df untuk beberapa fungsi f.

Akibatnya bagian e) menjadi:
[max+nay = ar = pd - rey
c c

Bukti bahwa Lintasan Independen Ekuivalen dengan Konservatif

Kita telah menunjukkan bahwa:
j F - dr adalah lintasan independen untuk sebarang kurva C
c
Ekuivalen dengan
jg F - dr = 0 untuk sebarang lintasan tertutup
c

Namun, kita harus menunjukkan bahwa:

237



MEDAN VEKTOR DUA DIMENSI, INTEGRAL GARIS DAN CURL

(i) Jika lintasan independen maka integral garis di sekitar sebarang

lintasan tertutup adalah O.

(ii) Jika integral garis di sekitar semua lintasan tertutup adalah O maka

lintasan independen.
Bukti:

(i) Asumsikan lintasan independen dan perhatikan lintasan tertutup C pada

gambar berikut:

Fr=HA

Perhatikan gambar di atas bahwa titik awal P, sama dengan titik akhir P;,

akibatnya:
PF-dr = F(P) = F(Py) = 0

(ii) Asumsikan:

%F-drzo
c

Untuk sebarang kurva tertutup. Jika C; dan C, adalah dua lintasan antara

P, dan P; seperti pada gambar berikut:
)
Y P

Cy

Ky

Maka C; — C, adalah lintasan tertutup. Berdasarkan hipotesis ini, maka:

f F-dr=§
C1—Cy C

F-dr—§ F-dr=0
c

1— 1 2
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Akibatnya:

fF'dr=f F-dr
c C

1 2

Di mana integral garis adalah lintasan independen.
Kriteria Gradien Medan Vektor

Misalkan F = M(x, y)i + N(x, y)j adalah medan vektor berdimensi dua di mana
M dan N adalah fungsi kontinu. Terdapat 3 cara yang ekuivalen untuk

menyatakan bahwa F konservatif, yaitu:

F=Vf

Q
= f F - dr adalah lintasan independen
P

s % F - dr = 0 untuk sebarang C tertutup
c

Namun sayangnya, ekuivalensi ketiganya tidak memberikan cara yang efektif
untuk menentukan apakah F medan vektor konservatif atau tidak. Jika kita
asumsikan F tidak kontinu tetapi terdapat kejadian dapat diturunkan secara
kontinu semisal My, M,, N,, N,, semuanya eksis dan kontinu, maka terdapat
kriteria yang sederhana dan elegan untuk menentukan apakah F gradien

medan vektor di beberapa daerah.
Teorema Kriteria

Misal F = Mi + Nj adalah fungsi yang differentiable secara kontinu di daerah

D, maka:
F = Vf untuk beberapa f (x,y) = M, = Ny
Bukti:
Karena F = Vf maka:
M=f,dan N =,
Sehingga:
M, = fiy dan N, = fyx

Namun karena f,, = f,, maka M,, = N,.
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Curl Dua Dimensi

Teorema ini mungkin saja diekspresikan dalam bentuk yang berbeda, jika
kita mendefinisikan fungsi skalar yang disebut curl dua dimensi dari F,

maka:
curl F =N, — M,
Akibatnya:
F=Vf=>curlF=0
Dengan kata lain,
jika F = (M, N) maka curl dua dimensi dari F adalah:
curl F = N, — M,
Sebagai contoh, jika F = x3y?i + xj, maka M = x3y? dan N = x, sehingga:
curl F =1 - 2x3y

Kriteria ini dapat digunakan menguji F untuk melihat apakah F suatu
gradien medan vektor atau tidak. Secara natural, kita dapat menentukan
konvers dari pernyataan di atas apakah benar atau tidak, yaitu: jika curl F =
0 maka F adalah gradien medan vektor. Namun, konvers ini memerlukan
hipotesis tambahan pada daearah D. Jika kita asumsikan D adalah bidang

secara kesesluruhan, maka kita dapati teorema berikut:
Teorema Kriteria Konvers

Misal F = Mi+ Nj adalah fungsi yang differentiable secara kontinu untuk

semua x dan y, maka:
M, = N, untuk semua x dan y = F = Vf untuk beberapa f(x, y)dan semua x, y
Contoh 16:

Untuk nilai a dan b berapakah sehingga axyi+ (x? + by)j menjadi gradien

medan vektor?
Jawab:
Kita tahu bahwa:

M = axy dan N = x? + by
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Maka:
M, = ax dan N, = 2x
Karena:
F = Vf untuk beberapa f (x,y) = M, = N,
Dan
M,, = N, untuk semua x dan y = F = Vf untuk beberapa f (x, y)dan semua x, y

Maka:

F=Vfe M, =N,
Akibatnya:

ax = 2x ataua = 2
Dan b sebarang.
Contoh 17:
Jika:

xi + yj _ —yitxj

== "2 dan G=———
x% 4+ y? an x?%+ y?

Apakah F dan G konservatif?
Jawab:

Kita tahu bahwa:

d x —x? +y? d y 2xy
a(x2 + yz) - (x? + y?)? a(x2 + y2> - (x? + y?)?
3] y _ x=y? 0 x _ 2xy
@(x2 + yz) T (x2 4 y2)2 @(x2 + yz) T (x2 4 y2)2

Dimana:

0 ( X )_ d ( y )
oy \x% +y2)  9x \x? + y?
Persamaan ini memenuhi:

F = Vf untuk beberapa f (x,y) = M,, = N,
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Namun medan vektor tidak terdenisi pada (0,0), sehingga teorema kriteria

konvers tidak berlaku.

Sementara:

(757) = =)
oy\ x2+y? ~ Ox x% + y?

Persamaan ini juga memenuhi:
G = Vg untuk beberapa f (x,y) = M, = N,

Namun medan vektor tidak terdenisi pada (0,0), sehingga teorema kriteria

konvers tidak berlaku.

Sehingga kita belum dapat menentukan berdasarkan teorema kriteria dan

konvers, apakah F dan G konservatif.

Faktanya, ternyata F adalah gradien medan vektor, karena dapat diperiksa

bahwa:
F=Viny/x2+y?=Vinr
Karena jika:
Floy) =Inya? +y? = %ln(xz 2
Maka:
d x d y
e = R M dan d_yf(x’y) P N

Atau kita periksa menggunakan integral:
xdx+yd
[Foar= Xty dy
c c

Karena C adalah lingkaran satuan dengan x = cost dan y = sint, di mana:
dx = —sintdt dandy = cost dt

Maka:

fF J ﬁxdx+ydy jZ”—sintcostdt+sintcostdt 0
-adr = —_— =
c c xX*+y? 0 sin?t + cos?t

Sementara untuk G ternyata bukan gradien medan vektor, karena dapat

diperiksa bahwa:
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—ydx +xdy 2T sin? t dt + cos® t dt
fG-dr=}g—=f =2n#0
c c 0

x? +y? sin?t + cos?t
Fungsi Potensial

Pada contoh sebelumnya, kita tahu bahwa:

xi + yj
F——y]=Vln\/x2+y =Vinr

C x2 4 y2
Tentu saja hal ini menimbulkan pertanyaan, bagaimana kita mendapatkan

fungsi:

1
f@xy) =ZIn(x* + y%)
Secara umum, jika kita tahu bahwa F = Vf sebagai contoh jika curl F =0
pada seluruh bidang xy, maka bagaimana kita mendapatkan fungsi f(x,y)?
Terdapat dua metode yang mungkin kita gunakan.
Metode 1.

Misalkan F = Vf, dengan teorema fundamental integral garis, maka:

)
f( F-dr=f(xy)— f(x0,¥)

*0,Y0)

Dari sini, kita dapat menentukan f(x,y) di mana:

(xy)

fooy) = " Fedr+ fGr)

(*0.¥0)
Dengan f(xy,y,) = ¢ dan c adalah sebarang konstanta.
Catatan: f(x,y) disebut sebagai fungsi potensial.
Contoh 18:
Misalkan F = (x + y?)i + (2xy + 3y?)j

Verifikasi apakah F memenuhi teorema kriteria dan gunakan metode 1 untuk

mendapatkan fungsi potensial f(x,y).
Jawab:

Pertama, kita lakukan turunan parsial dari komponen F yaitu:
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a(+2)—2
gy Xty =2y

g (2xy +3y?) =2
O XY T OYT) =4y
Dan kita peroleh:
O (e +9?) = —(2ay + 3y7)
3y X+yo) =g exy T3y
Memenuhi teorema Kriteria.

Metode 1.

Ambil sebarang titik (xg,y,), pada kasus ini kita ambil titik (x,,y,) = (0,0) = ¢

dengan catatan integran terdefinisi di titik tersebut. Sehingga kita peroleh:

(xy)

fooyy = " Fedr+ G
(%0,¥0)
)
flx,y) = f (x +y¥)dx + (2xy + 3y?)dy + 0
(0,0)

x,y)
flx,y) = f (x +yHdx + 2xy + 3y*)dy + ¢
(0,0)

Karena integral merupakan lintasan independen, maka kita bisa memilih
sebarang lintasan dan memilih yang termudah untuk menyederhanakan

perhitungan.
Misalkan kita ambil lintasan sebagai berikut:

Pada C;, kita lihat y = 0, dan dy = 0 maka integral pada C; menjadi:

x 1
f x dx = = x?
0 2

Pada C,, kita lihat x = sebarang nilai, dan dx = 0 maka integral pada C,

menjadi:
y
f (2xy + 3y*)dy = xy* + y?
0

Maka integral sepanjang C; dan C, diperoleh dengan menjumlahkan integral

pada C; dan C,, sehingga diperoleh fungsi potensial:
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1
flx,y) =§xz+xy2 +y3+c

Metode 2.

Misalkan F = Vf maka F = Mi + Nj = f;i + f,j di mana:

of of
M—fx—a dan N—fy—@
Kita tahu bahwa:
af 5
a— x+y

Maka jika kita integralkan kedua ruas dengan menganggap y konstanta,

maka diperoleh:

1 2 2
f=5x"+xy"+c(y)

Untuk menentukan c(y), kita hitung df/dy dengan dua cara, yaitu:

af—z + ¢’
3y xy +c'(y)

Dan
of
N=f=—=2 2
fy 3y xy + 3y
Maka:
of B af
dy  dy

2xy + ¢'(y) = 2xy + 3y?
Sehingga ¢'(y) = 3y? dan integralkan kedua ruas diperoleh c(y) = y3 + c.
Jadi,

1
f=§x2+xy2+y3+c

Turunan Eksak

Kita sudah belajar tentang turunan total dari f(x,y) yaitu df yang

dinotasikan:

df = fydx + f,dy
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Jika total turunan dari beberapa fungsi f(x,y) terdefinisi dalam daerah D
maka bentuk M(x,y)dx + N(x,y)dy yang muncul dalam integral garis disebut

turunan eksak dalam daerah D dimana M dan N terdefinisi.
Sehingga:
M = f, dan N = f, untuk beberapa f(x,y)

Dari sini kita lihat hubungan antara turunan dengan medan vektor, yang

menyatakan bahwa:
Mdx + Ndy adalah turunan eksak < Mi + Nj adalah gradien medan vektor
atau
Mdx + Ndy = df © Mi+ Nj=Vf
Dari hubungan ini, maka diperoleh:
Kriteria Eksak

Asumsikan M dan N adalah fungsi yang dapat diturunkan secara kontinu di

daerah D pada suatu bidang, maka:
Mdx + Ndy = df = M, = Ny
Jika D adalah seluruh bidang xy, M,, = N, = Mdx + Ndy = df

Jika kriteria eksak menunjukkan bahwa Mdx + Ndy eksak, maka fungsi

f(x,y) mungkin dapat ditemukan.

Latihan 7

1. Buatlah sketsa menggunakan Octave medan-medan vektor berikut ini.
(a) Gaya, medan gravitasi konstan F(x,y) = —gj.
(b) Kecepatan:

. Yy
2 21+ 2
x“+y x“+y

V(x,y) = 5

(c) Medan tangen satuan F = (—y/r,x/r)
(d) Gradien F = Vf di mana:
xy y x
fl,y) = 5 dan Vf = (§,§>
Hitunglah gradien medan vektor dari f(x,y) = xy2.
Misalkan f = xy + e*
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a) Hitunglah F = Vf.
b) Hitunglah:

fF-dr
c

Untuk lintasan berikut ini dari (0,0) sampai (2,1) di mana lintasan

terdiri dari segmen horisontal diikuti oleh segmen vertikal.

Tunjukkan apakah medan vektor F = (xe* + y, x) koservatif atau tidak.
Tunjukkan bahwa (xe* + y )dx + xdy adalah turunan eksak.

Tentukan curl F dari medan vektor F = (x, xe* + y).

N o o &

Jika F = (3x? + 6xy,3x2 + 6y), Tentukan fungsi potensial f sedemikian
sehingga F = Vf.
8. Misalkan F = (x + xy?)i + (x?y + 3y?)j, tunjukkan bahwa F adalah gradien

medan vektor.

Jawaban 7

1. (a) Sintaks Octave:
>> [x,y|=meshgrid(-10:10);
>> M=0;
>> N=-1;
>> quiver(x,y,M,N)
>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

|||||

vvvvv

(b) Sintaks:
>> [x,y]=meshgrid(-2:0.5:2);
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>> M=x./(x."2+y."2);
>> N=y./(x."\2+y."2);
>> quiver(x,y,M,N)
>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> axis equal

af TN IR N IR 7
. t A F
3 ;
i b ~ \ \\ ‘I}\ .'j{ / -
T i
< LS T // . e
= 0 -— — e e —
- P o ; \ g —
1 - it 4 ./ "!:'J \ k.
/ !
“ W F g WY .
# " 4 / 4 I o A ~
-2 o 1 2
X
(c) Sintaks:
>> [x,y|=meshgrid(-2:0.5:2);
>> M=-y./(x."\2+y."2);
>> N=x./(x."2+y."2);
>> quiver(x,y,M,N)
>> axis equal
>> xlabel("x");
>> ylabel("y");
2 - =
-— ., b
“ e -
1 ‘ s B he p
%
= Y
1o :
5 1
o \l |
!;‘
b g
i T,
" S - =
2E ! ORI W R .. e
-2 -1 a 1

(d) Sintaks:
>> [x,y]=meshgrid(-2:0.5:2);
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>> M=y/3;

>> N=x/3;

>> quiver(x,y,M,N)
>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel('y");

of . of .
alﬁ'@]

Vi(x,y) = y*i + 2xyj
(@ F=Vf=A(f.f,)=(y+e*x)

Vi(x,y) =

(b) Gambar kurva dari permasalahan adalah:

Y

1 (2,1)
;

1 > T

>
.

Dari gambar terlihat bahwa kurva C terdiri dari dua bagian kurva
yaitu: €; dan C,.

Pada (C;, nilai x bergerak dari O sampai 2, tetapi y =0 dan dy = 0.
Sementara pada C,, nilai y bergerak dari O ke 1, dan x = 2, dx = 0.

Karena F = (y + e*,x) dan dr = (dx, dy) maka:

J;F-dr= J;(y+e",x)-(dx,dy)
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fF-drzf(y+ex)dx+xdy
c c

Sehingga:

2
fF'dr=f eXdx =e? -1
c 0

1
1
fF-drzf 2dy =2
C 0

2

Maka total integral garis pada kedua kurva adalah:

fF-dr:f F-dr+fF-dr=e2+1
(o C C.

1 2

Syarat konservatif adalah jika F = (M, N) memiliki turunan kontinu di

semua x dan y maka:

Dari soal diketahui:
M, =1dan N, =1
Karena M,, = N, maka F konservatif.
Syarat turunan eksak adalah jika dan hanya jika F adalah gradien
vektor.
Sementara F dikatakan gradien vektor jika F memiliki turunan kontinu
di semua x dan y sehingga M,, = N,.
Karena M = xe* + y dan N = x maka:
M,=1dan N, =1

Sehingga M,, = N,, artinya (xe* + y )dx + xdy adalah turunan eksak.

Jika F = (M, N) maka curlF = N, — M,

Karena M = x dan N = xe* + y maka M,, = 0 dan N, = e* + xe™.
Sehingga:

curlF =e* +xe* - 0=¢e*(1+x)

Dari soal diketahui M = 3x? + 6xy dan N = 3x? + 6y di mana:
M=f,dan N =f,

Sehingga f, = 3x? + 6xy dan f, = 3x* + 6y.

Dari f, diintegralkan diperoleh:

flx,y) = j(3x2 + 6xy)dx = x3 + 3x%y + g(y)
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Selanjutnta f(x,y) diturunkan terhadap y diperoleh:

fy=3x"+4'y)
Sementara f, = 3x* + 6y, artinya g'(y) = 6y.
Integralkan g'(y) diperoleh:

g =f6ydy= 3y? +C
Substitusikan hasil ini ke dalam f(x,y) diperoleh:
flx,y) =x3+3x%y+3y%+C
F dikatakan gradien vektor jika F memiliki turunan kontinu di semua x
dan y sehingga M,, = N,.
Karena M = (x + xy?) dan N = (x%y + 3y?) maka:
M, = 2xy
N, = 2xy
Karena F memiliki turunan kontinu di semua x dan y sehingga M, = N,

maka F adalah gradien medan vektor.

Rangkuman 7

1.

»

Integral garis dengan pendekatan usaha:

Jika F = (M, N) dan dr = (dx, dy) maka integral garis adalah:
fF -dr = f(M,N) {dx,dy) = fde+Ndy
c c c

Gradien medan vektor dirumuskan oleh:

Vi y) = {fo fy)

Teorema fundamental integral garis:
Jika F = Vf = (f, f,) adalah gradien medan vektor dan C adalah sebarang
kurva dengan titik-titik ujung P, = (xq,y,) dan P; = (x1,y;) maka:
[ F-dr = reamle: = FG ) = £ G030
c

Syarat F konservatif adalah jika F = (M, N) memiliki turunan kontinu di

semua x dan y maka:

curl dua dimensi dari F, adalah:

curl F=N, — M,
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6. Suatu medan vektor F disebut turunan eksak jika dan hanya jika F

adalah gradien medan vektor.

Tes Formatif 7

1. Gradien medan vektor Vf dari f(x,y) = /x% + y? adalah ...

A (=x/\x2+y2,y/x2 +y?)
B. (y/\/x*+y?,—x/\x?+y?)
C. (x/x2+y2,y/\x? +y?)

D. (~x/\x2+y?,~y/x?+y?)

Y/Jx? +y2%,x/[x% +y?)
2. Nilai dari:

jF-dr
c

Di mana F = (xy,3y?) dan C dengan fungsi r(t) = (11t%,t3) adalah ...
A. 45
B. 40
C. 36
D. 32
E. 27
3. Fungsi potensial dari F = (2xy + y~2,x? — 2xy~3) sehingga F = Vf
adalah...
A. flx,y)=xy*+ye32+C
B. f(x,y)=x*y+xy2+C
C. flx,y)=3x+x2y—y3+C
D. f(x,y)=3x+xy 2+C
E. f(x,y)=3xy+xy2+C
4. Pusat massa dari suatu lilitan dengan kerapatan § = kz dan helix C
dengan persamaan x = 3cost,y = 3sint,z =4t, 0 <t < m adalah ...
A. (m/6,m/8,m/12)
(—m/12,m/6,/8)
(12/m, 6/m,8/m)
(-12/m, 6/m,8m/3)
(—12/n?%,6/m,8m/3)

WY 0w
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5. Usaha yang dihasilkan oleh medan gaya F = (x?,xy) pada suatu partikel
yang bergerak mengelilingi lingkaran x? + y? = 4 berlawanan arah jarum

jam adalah ...

A. 3
B. 2
C. 1
D. O
E. -1

Jawaban Tes Formatif 7

1. C
Vf ={fu fy)
Karena f(x,y) = \/m maka:
x
fx = ﬁ
y
fy = N
2. A
Diketahui:

F = (xy,3y?) dan r(t) = (11t*,¢3)
Turunan dari kurva adalah r'(t) = (44t3,3t?)

Integral medan vektor sepanjang kurva adalah:

fF dr = fF(r(t)) 1’ (H)dt
c c

Dari r(t) diperoleh x = 11t* dan y = t3, maka:
F(r(t)) = (11¢7,3¢°)

Sehingga:
1
fF'drzf (11¢t7,3t°) - (44t3,3t?) dt
Cc 0
1
fF dr = f (484t1° + 9t®) dt = 45
C 0
3. B
Diketahui:

F=Q2xy+y?%x%-2xy3)
M = 2xy +y~?
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N =x2—-2xy~3
Karena M = f, dan N = f,,
Maka:
fx =2xy+y~*dan f, = x> — 2xy~3
Integralkan kedua ruas diperoleh:
Feuy) = [ @y +y)dx

fGoy) =x*y+xy™% + g(»)

Kemudian f(x,y) diturunkan terhadap y adalah:
fy=x*=2xy° +g'(y)

Karena f, = x? — 2xy~3 maka g'(y) = 0. Sehingga g(y) =C
Jadi, f(x,y) =x*y+xy 2+ C
E

Elemen massa dari lilitan adalah:

dm = 8ds = kzds = 4kt\/(=3sint)? + (3 cost)? + 42dt = 20kt dt
Maka:

T

m= | &ds = f 20kt dt = 10km?
0

1 T
Ezafé‘xds= f 60kt costdt

10km?

12

6
=—f tcostdt = —[tsint + cost]f = —
m? s

T
yz—fé‘y = T0kn Zf 60kt sint dt

_ 6 6
y=—2f tsintdt = —[sint —tcost]f =—
n? ), 2

1 Vs
Ez—fé‘zds: f80kt2dt
m

10km?

=_f t2dt__[3 ]

Maka pusat massanya adalah:
(12 6 Bn)
n2’m’ 3

r(t) = (2cost,2sint), 0<t<2m
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2
fF -dr = f [4 cos? t (—2sint) + (2 cost)(2sint)(2 cost)]dt
c 0

2T
fF-dr:f (—8cos?tsint + 8cos? tsint)dt = 0
c 0

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 7 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 7.

Tinekat P __Jumlah Jawaban yang Benar % 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:

90 - 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 8. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda harus

mengulangi Modul 7, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 8

TEOREMA GREEN

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan masalah

menggunakan konsep teorema

Green.

Materi 8
Teorema Green
Untuk memahami teorema Green, kita memerlukan:

(a) € kurva tertutup sederhana, artinya kurva tidak memotong dirinya

sendiri.

(b) R berada ada bagian dalam (interior) dari C.

() C berorientasi positif, artinya arah/lintasan kurva berlawanan arah
jarum jam

Berikut ini beberapa contoh terkait teorema Green.

Y

C R ‘(‘* C

b

Teorema Green menyatakan bahwa untuk medan vektor F = (M, N) maka:

fde+Ndy=ffo—MydA
c R
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Perhatikan, N, — M, disebut curl dua dimensi dan dinotasikan dengan curl

F.

Teorema Green dapat juga dituliskan sebagai:

fF-dr:ffcurleA:ffde+Ndy=ff(Nx—My)dA
Cc R Cc R

Contoh 1:

Gunakan teorema Green untuk menghitung:
I = f3x2y2dx + 2x%(1 + xy)dy
c

Di mana C seperti pada gambar berikut.

Y
A
/\\C
L
U B

Jawab:
Kita tahu bahwa M = 3x2y? dan N = 2x? + 2x3y sehingga:
M, = 6x*y dan N, = 4x + 6x%y

Berdasarkan teorema Green:
ngdx+Ndy=ffo—MydA
c R
Maka:

I = f3x2y2dx +2x2(1 + xy)dy = f j 4x + 6x%y — 6x%y dA
c R

Izjfél-di
R

Ingat bahwa dA = rdrd6f dengan batas-batas: 0 <r <adan 0 <0 < 2.
Dengan x =acosf =a(l) =a

Maka:

258



TEOREMA GREEN

2T ra
I=ff4di=4af frdrd@
R o Yo

21‘[1
I:4af —a%de
0o 2

2
[=2a%| df=2a32n) = 4nad
0

Atau kita dapat langsung menghitung, karena R adalah lingkaran dengan

jari-jari a maka:

I=ff4di=47ra3
R

Contoh 2:

Gunakan teorema Green untuk menentukan luas daerah di bawah sikloid:
x =a(0 —sinf), y =a(l —cosH)

Jawab:

Kita ingat kembali gambar sikloid:

Cy

2a +—

Perhatikan bahwa r = a dan C, bertanda negatif karena searah jarum jam.

Maka C = C; — C, merupakan kurva yang mengelilingi luas daerah yang ingin

kita cari di mana C; kurva yang berada pada sumbu x artinya C; = sumbu x.

Berdasarkan teorema Green:
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—{—y dx = ffdA = Luas daerah
c R

Maka:

O-dx—f —ydx=fydx
c c

Luas daerah = § —ydx = f
€1-C, (o) 2 2
Karena x = a(f —sinf) dan y = a(1 — cos #) maka:
dx = a(1l —cos6)db
Sehingga:
2n

Luas daerah = f a?(1 — cos 6)%d6
0

21

Luas daerah = a? | (1 —2cos@ + cos?0) do
0

2T 1 1
(1—2c059 + —cos 26 +—> do

Luas d h = Zf
uas daerah = a 5 5

0

3 1 2n
Luas daerah = a? [EG — 2sinf + Zsin 29]
0

3 1 2"
Luas daerah = a? [E (2m) —2(0) + 7 (0)] = 3ma?
0

Teorema Green dan Medan Konservatif
Perhatikan teorema konservatif berikut:

Misalkan F = (M, N) adalah medan vektor yang terdefinisi dengan turunan

parsialnya kontinu untuk semua (x,y), maka:

F konservatif < N, = M,, atau Ny — M,, = curl F =0
Teorema Green dapat kita gunakan untuk membuktikan teorema di atas.
Bukti:

Misalkan F konservatif yaitu integral usaha = 0 pada semua kurva tertutup

sederhana.

Berdasarkan teorema Green diperoleh:

%F-dr=ffcurleA=0
c R
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Satu-satunya solusi agar integral dari curl F menjadi O pada semua daerah

R adalah curl F = 0. Akibatnya N, = M,,.

Sebaliknya, kita asumsikan N, = M, maka untuk sebarang kurva tertutup C

yang mengelilingi daerah R, maka berdasarkan teorema Green diperoleh:

meir:ffo—MydA:o
c R

Dengan demikian, integral usaha F = O pada sebarang kurva tertutup yang

artinya F konservatif.
Fluks Dua Dimensi
Pengertian Fluks

Fluks secara bahasa bermakna aliran, tetapi secara formal bermakna

integral permukaan dari suatu medan vektor pada suatu kurva [3].

Kita sudah melihat bahwa F adalah medan gaya dan C adalah kurva berarah,

di mana:
UsahanadaC=fF-dr=fF-Tds D
c c

Dengan kata lain, kita mengintegrasikan F-T di mana T adalah komponen
tangensial dari F sepanjang kurva C. Secara notasi komponen, jika F = Mi +

Nj maka :

dx dy) dt @

ty
Usaha = | Mdx + Ndy = (M— N—
saha fc x + Nay fto dt+ dt

Dengan analogi yang sama, kita dapat mengintegrasikan F-n di mana n
adalah komponen vektor normal dari F sepanjang kurva C. Untuk
menggambarkannya, kita misalkan kurva C berbentuk parametrik dalam
panjang busur s, bergerak naik kearah positif pada C. Vektor posisi dan

vektor tangen yang sesuai adalah:
r(s) = x(s)i+ y(s)j

t()_dx__i_dy_
s _dsl ds]

Di mana t adalah vektor satuan.

Dengan membagi t(s) dengan ds diperoleh:
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ds = +/(dx)? + (dy)?

Vektor normal satuan n dapat diperoleh dengan merotasi t searah jarum jam

sebesar sudut siku-siku, seperti pada gambar berikut.

Namun sayangnya, arahnya berlawanan dengan penggunaan dalam
kinematika di mana t dan n dibentuk dari sistem koordinat tangan kanan
untuk pergerakan sepanjang C. Pemilihan n bergantung pada konteks
permasalahan, dan pemilihan n secara natural adalah dengan menerapkan

teorema Green.

Formula yang biasa digunakan untuk merotasi vektor searah jarum jam

sebesar 90° menghasilkan:

dy. dx.

n(s) = EI_E 3)

Integral garis pada kurva C dari komponen normal F - n dari medan vektor F

disebut fluks dari F melintasi €, dinotasikan dengan:

—fF d—f(de+Ndy)d 4
‘IbF—CnS—C ds as) & (4)

Dalam notasi turunan, kita dapat tuliskan n ds = dyi — dxj, sehingga:

—fMd Nd —f(de+Ndy)dt 5
br = c y x = c dt dt ()
di mana x(t), y(t) adalah bentuk paramterik dari C.

Contoh 3:

Hitunglah fluks dari medan vektor:

_xi+yj
C x24y2

melintasi lingkaran dengan jari-jari a dan berpusat di (0,0) menggunakan (4)

dan (5).
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Jawab:

Perhatikan medan vektor memiliki arah menjauh secara radial, sehingga F
dan n memiliki arah yang sama. Sementara lingkaran memiliki arah

berlawanan dengan arah jarum jam, artinya titik-titik n mengarah keluar
\n{
j

Sehingga pada tiap titik-titik pada lingkaran diperoleh:

seperti pada gambar berikut.

1
F-n=|F| a

— 1 —
VX2 +y?
Dengan menggunakan (4) diperoleh:
1
¢F=.¢F-nds=ff—ds=2n

c ca
Untuk menggunakan (5), kita menggunakan bentuk parametrik lingkaran
yaitu:

x =acost dan y = asint

Dengan menggunakan (5) diperoleh:

xdy — ydx
¢F =§ xz + 2
c y

Karena dx = —asintdt dan dy =acost serta x> +y2=a?, dan 0<t<2m

maka:

t=2m

2T g2 cos®t + a®sin®t
¢ =
0

a?

Teorema Green untuk Fluks

Misalkan F = Mi + Nj representasi dari medan alir dua dimensi dan C adalah

kurva tertutup sederhana dengan orientasi positif dengan interior R [7].

Perhatikan bahwa:
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d)F:.(fMdy—Ndx D
c

Karena titik-titik vektor normal n mengarah keluar menjauh dari R (seperti
pada gambar di bawah) maka fluks positif dengan arah lairan keluar dari R

dan aliran yang masuk ke R dianggap sebagai fluks negatif.

C
R )a

Dengan menerapkan teorema Green pada (1) maka:
jﬂ Mdy — Ndx = f—Ndx + Mdy = f f (M, — (=N),)dA
c c R

Akibatnya kita peroleh teorema Green dalam bentuk normal yaitu:

%Mdy Ndx—ff aM aN (2)

Secara matematis, bentuk ini sama dengan bentuk tangensial dari teorema

Green.
Divergensi Dua Dimensi

Misalkan F = Mi + Nj dan kita berikan nama dan notasi untuk integran pada

(2) yaitu:

divF = oM + oN di i F 3
ivF=—~ 3y’ ivergensi 3)

Perhatikan bahwa div F adalah fungsi skalar dua variabel. Untuk

mendapatkan makna secara fisika, perhatikan gambar berikut.

I AA Ay

(x.y) Ax

Perhatikan, jika F dapat diturunkan secara kontinu maka div F adalah fungsi
kontinu di mana bernilai konstan secara aproksimasi jika persegi panjang

sangat kecil. Dengan menerapkan (2) pada persegi panjang maka:

_ _ _ _ oM ON
fluks melintasi persegi panjang = (a + E> AA 4)
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dimana AA adalah luas persegi panjang.

Karena relasi aproksimasi ini sangat penting, kita akan lakukan perhitungan

fluks tanpa menggunakan teorema Green.

Perhatikan persegi panjang kecil berikut:

y+Ay !

X x+Ax
Perhitungan fluks secara aproksimasi pada setiap sisi pada gambar di atas

menghasilkan:
fluks melintasi sisi atas = (F(x,y + Ay) - j)Ax = N(x,y + Ay)Ax
fluks melintasi sisi bawah ~ (F(x,y) - —j)Ax = —N(x,y)Ax
Jumlahkan hasil di atas, diperoleh:

total fluks melintasi sisi atas dan bawah = (N (x,y + Ay) — —N(x, y))Ax
ON
total fluks melintasi sisi atas dan bawah = <$ Ay) Ax

Dengan cara serupa, kita dapatkan untuk sisi kiri dan kanan, yaitu:

oM ON

total fluks melintasi sisi kiri dan kanan = (— + —) AxAy
dx 0dy

Melanjutkan pencarian kita untuk arti fisik dari divergensi, jika fluks total
pada sisi persegi panjang kecil adalah positif, ini berarti terdapat aliran
bersih keluar dari persegi panjang tersebut. Menurut kekekalan materi,
satu-satunya cara, hal ini dapat terjadi jika terdapat sumber yang
menambahkan fluida langsung ke persegi panjang. Jika aliran terjadi di
tangki dangkal dengan kedalaman seragam, sumber seperti itu dapat
divisualisasikan sebagai seseorang yang berdiri di atas tangki, menuangkan
cairan langsung ke dalam persegi panjang. Demikian pula, aliran bersih ke
dalam persegi panjang menyiratkan adanya wastafel yang menarik cairan
dari persegi panjang. Yang terbaik adalah menganggap wastafel seperti itu

sebagai "sumber negatif'. Kelajuan bersih (positif atau negatif) di mana fluida
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ditambahkan langsung ke persegi panjang dari atas dapat disebut "sumber

kecepatan" untuk persegi panjang tersebut.
Fluks pada persegi panjang = sumber kecepatan untuk persegi panjang

Dikombinasikan dengan (4) diperoleh:
sumber kecepatan untuk persegi panjang ~ <_x + —) AA (5)

Kemudian bagi kedua ruas dengan AA dan terapkan limit diperoleh:

ber kecepatan di (x, y) (6M+6N)—d'1= 6
sumber kecepatan di (x,y) ~ | o ay) = iv (6)

Definisi integral rangkap dua sebai limit jumlah menunjukkan:
sumber kecepatan untuk R = f f divFdA 7
R

Kedua relasi pada (6) dan (7) menunjukkan deivergensi secara fisika pada
suatu medan alir, dan juga menunjukkan teorema Green dalam bentuk

normal:

Total fluks melintasi € = sumber kecepatan untuk R

aM 6N
%Mdy Ndx—ff

Berikut ini diberikan dua bentuk teorema Green secara berdampingan,
pertama dalam bentuk vektor, lalu dalam bentuk diferensial yang digunakan

saat penghitungan akan dilakukan.

Bentuk Tangensial Bentuk Normal
%F-dr=churleA %F-nds=fjdideA
c R c R
6N 6M 8M aN
fde+Ndy j ——— fMdy Ndx—jf —+—
Usaha oleh F disekitar C fluks F melintasi € = sumber

kecepatan untuk R
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Perluasan Teorema Green

Pada teorema Green sejauh ini, daerah R diasumsikan memiliki batas
tunggal yaitu kurva tertutup sederhana. Namun, bagaimanakah jika
batasnya terdiri dari komposisi beberapa kurva tertutup sederhana seperti

gambar di bawah ini?

Misalkan kurva-kurva tertutup sederhana tersebut adalah Cj,...,C,, yang
semuanya terletak/berada pada domain di mana F dapat diturunkan secara
kontinu. Dan yang paling penting, semua kurva memiliki arah sehingga

titik-titik normal n menjauh dari R.

Perluasan teorema Green, secara notasi dituliskan:

I

Dengan kata lain, teorema Green juga dapat diterapka pada daerah dengan

F-dr+---+f F-dr=ffcurleA D
Cm R

1

beberapa kurva dengan menghitung integral garis pada semua batasan
kurva dengan tiap kurva memiliki orientasi sehingga titik normal n keluar

dari R.
Bukti:

Perhatikan daerah dengan tiga batasan kurva seperti pada gambar berikut:

Di mana daerah R dibagi menjadi dua bagian R; dan R, yang masing-masing
dibatasi oleh kurva tertutup sederhana tunggal. Misalkan B; dan B, adalah

kurva-kurva terbatas seperti pada gambar berikut:
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Cﬂ _r;)
(s

w

Dengan menggunakan teorema Green yang biasa, diperoleh:

ng-dr:ffcurleA danng-dr=ffcurleA 2)
B]_ R1 BZ RZ

Jumlahkan kedua nya diperoleh:

ng-dr+jg F-drsz curleA+ff curl F dA
By B, Ry Ry
fF-dr+j€F-dr:ff curl F dA
By B, Ri+R,
% F-dr+_<f F-drszcurleA
By B, R

Daerah Terhubung Sederhana dan Terhubung Banyak

Teorema Green tetap valid pada daerah “berlubang. Namun, perhatikan

relasi berikut:
curlF=0= F=Vf
tidak berlaku.

Alasannya adalah sebagai berikut:
curlF=0=>ng-dr=0
c

untuk sebarang kurva tertutup pada R. Namun teorema Green tidak dapat
diterapkan jika daerah R memiliki lubang seperti pada gambar berikut

karena interior pada C tidak sepenuhnya ada di R.
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Ingat bahwa medan vektor F akan memenuhi curl F=0 di mana-mana
kecuali di asalnya. Daerah R adalah bidang xy dengan (0,0) dihilangkan.

Tetapi F bukanlah gradien medan vektor, karena:

%F-drio
c

mengelilingi lingkaran C yang mengelilingi titik asal.

Hal ini lebih jelas jika kita menggunakan teorema Green dalam bentuk
normal. Jika medan aliran memenuhi divF = 0 di mana-mana kecuali pada
satu titik, hal itu tidak menjamin bahwa fluks melalui setiap kurva tertutup
akan menjadi 0. Untuk tempat di mana divF tidak terdefinisi mungkin

menjadi sumber yang dilalui di mana fluida ditambahkan ke aliran.
Untuk dapat membuktikan di bawah hipotesis yang masuk akal bahwa:
curlF=0= F=Vf

kita definisikan masalah dengan mengasumsikan bahwa R adalah jenis
daerah di mana kesulitan yang dijelaskan di atas tidak dapat terjadi — yaitu,
R tidak memiliki lubang; daerah seperti itu disebut dengan terhubung

sederhana.
Definisi Daerah Terhubung Sederhana

Daerah D dua dimensi pada bidang yang terdiri satu bagian terhubung

disebut terhubung sederhana jika memiliki sifat-sifat:
(a) Kurva tertutup sederhanan C ada di dalam D.
(b) Interior pada C seluruhnya ada pada D.

Sebagai contoh: bidang xy, bidang setengah bagian kanan di mana x > 0, dan
lingkaran satuan dengan interiornya adalah semua daerah yang terhubung

secara sederhana. Tetapi bidang xy dikurangi titik asal tidak terhubung
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sederhana, karena setiap lingkaran yang mengelilingi titik asal terletak di D,

namun bagian dalamnya tidak.

Seperti yang ditunjukkan, orang dapat menganggap daerah yang terhubung
sederhana sebagai daerah tanpa "lubang". Daerah dengan lubang dikatakan

terhubung banyak, atau tidak terhubung sederhana.
Teorema Daerah Terhubung Sederhana

Misalkan F = Mi + Nj yang dapat diturunkan secara kontinu pada daerah D

terhubung sederhana di bidang xy, maka:
curl F =0 = F = Vf untuk beberapa f(x,y) 3
dalam bentuk komponen dapat dituliskan:
M, = N, = Mi+ Nj =Vf untukbeberapa f(x,y) 4)
Bukti:

Jika integral garis disekitar sebarang kurva tertutup adalah O maka medan

vektor adalah gradien medan vektor. Akan ditunjukkan bahwa:

curlF=0>= %F -dr = 0 untuk setiap kurva tertutup € di D (5)
c

Pertama, asumsikan bahwa C adalah kurva tertutup sederhana dan
misalkan R adalah interior dari C. Karena D terhubung sederhana, maka R
seluruhnya terletak di dalam D. Sehingga F dapat diturunkan secara

kontinu di R. Dengan menggunakan teorema Green diperoleh:

%F-dr=ffcurlexdy=0
c R

Kedua, jika C tertutup namun tidal sederhana atau terdapat irisan dengan
dirinya sendiri maka C dapat diurai menjadi kurva tertutup sederhana kecil
sehingga memenuhi argumen pertama. Sebagai ilustrasi, kita ambil dua

kasus seperti pada gambar berikut:
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Perhatikan, pada kedua kasus pada gambar, lintasan mulai dan berhenti

pada titik P, sehingga:

ng-dr=f F'dr+f F-dr+f F-dr
c c c C

1 2 3

Perhatikan, pada kedua gambar C, adalah kurva tertutup sederhana, begitu
pula dengan C; + C3. Karena D terhubung sederhana maka interior dari C

terletak dalam D, sehingga:

fF-dr+jF-dr=0 danf F-dr=0
c c C

1 3 2

Dengan menjumlahkan keduanya diperoleh:

%F-drzo [}
C

Teorema Curl

Misalkan F = Mi + Nj adalah medan vektor yang dapat diturunkan secara

kontinu pada daerah D terhubung sederhana di bidang xy, maka:

Q
1) f F - dr adalah lintasan independen untuk sebarang dua titik P, Q@ di D.
P

Q
2) -[ Mdx + Ndy adalah lintasan independen untuk sebarang dua titik P, Q di D.
P
3) jg F - dr untuk sebarang kurva tertutup C di D.
c

4) fde + Ndy untuk sebarang kurva tertutup C di D.
c

5) F = Vf untuk beberapa f diD.

6) Mdx + Ndy = df untuk beberapa f di D.
7) curl F=04diD.

8) M, = N,diD.

Contoh 4:

Apakah F = xyi + x?j suatu gradien medan vektor?
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Jawab:

Karena M = xy dan N = x? maka M, = x dan N, = 0. Sehingga:
curlF=x=0

Jadi, F bukan suatu gradien medan vektor.

Contoh 5:

Apakah

ydx — xdy
y2

Adalah turunan eksak? Jika iya, tentukan semua fungsi f(x,y) yang

mungkin.
Jawab:
Karena:
dx — xd
df = y . y

Maka:

1 X

M=- dan N = ——
y y

Dapat diturunkan secara kontinu dan keduanya terletak pada bidang
setengah yaitu bagian atas dan bagian bawah sumbu x. Sehingga keduanya

merupakan daerah terhubung sederhana.

Turunan dari keduanya adalah:

1 1
My = —)7 daan = —)7

Perhatikan, pada masing-masing bidang setengah, turunan keduanya eksak.

Untuk menentukan f(x,y) kita gunakan metode penentuan fungsi potensial,

kita gunakan M dengan menetapkan y sebagai konstanta maka:
x
fley) = 5T c(¥)

Untuk menentukan c(y) kita gunakan N, yaitu:
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N=-2 ') = =240
= — — cy)=——
y? y?

Maka c'(y) =0dan c(y) =c¢

Sehingga:

flny)==+c
y

Dimana c adalah sebarang konstanta. Namun konstanta c berbeda pada

kedua daerah karena keduanya tidak bersentuhan.

Secara umum,

x
—+c, y>0
fG) =14%
-+, y<0
y

Di mana ¢ dan ¢’ adalah sebarang konstanta.

Latihan 8

1. Tunjukkan bahwa:
f—xzy dx + xy?dy > 0
c

Untuk semua kurva tertutup sederhana C.

2. Misalkan F=2yi+xj dan ¢ merupakan lingkaran satuan dengan

fF-dr
c

Dengan dua cara, yaitu: secara langsung dan menggunakan Teorema

orientasi positif. Hitunglah:

Green.

3. Hitunglah curl dari medan vektor tangensial:

=

4. Tunjukkan bahwa F tidak konservatif dengan menghitung:

fF-dr
c
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Di mana C adalah lingkaran satuan.
Mengapa kamu berpikir bahwa F adalah medan vektor tangensial?
Dalam koordinat polar, 8(x,y) = tan~!y/x. Tunjukkan bahwa F = V4.
Hitunglah fluks dari:

F=(x%y)
Yang melintasi segmen garis dari (0,0) ke (1,2).

Gunakan metode geometri untuk menghitung fluks F = 3(—1,1) yang

melintasi € yaitu segmen garis dari (0,0) ke (1,1).

Jawaban 8

1.

Jika R adalah daerah di dalam kurva € maka berdasar teorema Green

adalah:

fde+Ndy=fjourleA:ff(Nx—My)dA
Cc R R

Karena M = —x%*y dan N = xy* maka M, = —x* dan N, = yZ.

Sehingga:
curl F = Ny, — M,, = x* + y?

Hasil ini menunjukkan bahwa curl F adalah persegi yang berjarak (x,y)
dari titik pusat. Dan jarak persegi akan selalu positif, sehingga integral

dari persegi ini akan selalu positif juga.

Dengan demikian,
%—xzy dx + xy*dy = f j (x2+y3)dA >0
c R
Dengan menggunakan teorema Green:

£F-dr=fL(Nx—My)dA=ffR(1—2)dA=—deA=—n

Dengan cara langsung:

Persamaan kurva C adalah x = cost,y =sint,0 <t < 2m7.
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Maka:

21
%F -dr = f (2sint,cost) - {(—sint,cost)dt
c 0
2
—{F -dr = (—2sin?t + cos? t)dt
c 0

2T 1 1
fF-dr:f [cosZt—l+—+—cosZt]dt
c 0 2 2

21

frar= [ [eosae—]ae=[sinze 1o =
f r= . 2COS 5 = 4sm ) . =—-T

3. CurlF = N, — M,,, di mana:

y
M=-5m N=5
Karena:
r? =x2 +y?
Maka:
2 2
ye—x
My, = 4
2 _ 2
N, = 4 4
T

Jadi, curlF = 0.

4. Karena F tidak terdefinisi di (0,0), maka curlF = 0. Namun hal ini belum

cukup membuktikan bahwa F konservatif.
Di sisi lain, persamaan kurva € adalah x = cost,y =sint,0 <t < 2.
Maka:

dx = —sint dt, dy = cost dt

Sehingga:

fF-dr=fde+Ndy
c c

2T —sint _ cost
jGF ~dr = J 12 (=sint)dt + 12 (cost)dt
c 0

275



TEOREMA GREEN

fF-drzZn
C

Karena hasilnya 2rm # 0 maka F tidak koservatif.

Setiap medan vektor F adalah tangensial untuk beberapa lingkaran

berpusat di (0,0) karena F tegak lurus terhadap radial dari medan vektor
(x,¥).

Kita perlu menunjukkan M = 6, dan N = 6,,.

1 y y
= TG () =

g = 1 (1) X _N
Y1+ (/)2 \x) 2
Persamaan kurva € adalah x = x,y = 2x,0 < x < 1.

Gambar permasalahan adalah:

Y

(L.2)

Maka:

1

1
¢F=fMdy—Ndx=f x2dx — 2xdx = — =
c 0 3

Rangkuman 8

Teorema Green menyatakan bahwa:

jGF-dr=_[jcurleA=j€de+Ndy=ff(Nx—My)dA
C R Cc R

Misalkan F =(M,N) adalah medan vektor yang terdefinisi dengan

turunan parsialnya kontinu untuk semua (x,y), maka:
F konservatif < N, = My, atau Ny — M, = curl F =0

Integral garis pada kurva C dari komponen normal F - n dari medan vektor

F disebut fluks dari F melintasi C, dinotasikan dengan:
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—fF d—f(de+Ndy)d
¢F_C nas= ) Mas™Vas)®

4. Misalkan F = Mi + Nj representasi dari medan alir dua dimensi dan C
adalah kurva tertutup sederhana dengan orientasi positif dengan interior

R, dimana:
O = %Mdy — Ndx
c

S. Misalkan F = Mi + Nj maka:

_ oM N
leF:aﬁ'a:Mxﬁ'Ny

6. Misalkan F = Mi + Nj maka:

curl F = N, — M,,

Tes Formatif 8

1. Curl F dari F = (y —cosy,xsiny) adalah ...
-1

0

1

2

3

U0 W PR

2. Div F dari F = (y —cosy,xsiny) adalah ...

A. xsiny
B. 1+siny
C. xcosy
D. y—cosy
E. siny

3. Jika:

fxyzdx + 2x2%ydy
c

Dan C adalah kurva segitiga dengan titik-titik (0,0),(2,2),(2,4), maka

bentuk integral garis menggunakan teorema Green dari adalah ...

2 c2x
A. J (4xy — 2xy)dydx
0 Jo
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2 r2x
B. f f (4xy — 2xy)dydx
0 Jx
2x 2
C. f f (4xy — 2xy)dydx
0 x
2 r2x
D. f (2xy — 4xy)dydx
0 Jx

2 r2x
E. f (4xy — 2xy)dxdy
0o Jo

Jika:
F = (ycosx — xysinx,xy + x cos x)

Dan C adalah kurva segitiga dengan titik-titik (0,0), (0,4), (2,0), maka

fF-dr
c

nilai dari:

adalah ...
16/3
8/3

0
-8/3
-16/3

@ o 0owe

Usaha yang dihasilkan oleh F = (x? + xy, xy?) pada suatu partikel yang
bergerak dari titik pusat sepanjang sumbu x ke (1,0) dilanjutkan ke
(0,1) dan kembali lagi ke titik asal sepanjang sumbu y adalah ...

A. A

B. A

C. A

D. —-1/12
E. A

Jawaban Tes Formatif 8

1.

A

Karena F = (y —cosy,xsiny) maka M =y —cosy dan N = xsiny.
Maka:

M, =1+ siny dan N, = siny

Sehingga:

Curl F=N,— M, =siny —1—siny = —1
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2. C

divF = oM N oN

vE= dx  dy

Karena F = (y —cosy,xsiny) maka M =y —cosy dan N = xsiny.

Maka:

M, = 0 dan N, = xcosy

Jadi, divF = xcosy
3. B

fde+Ndy =ffcur1FdA =ff(Nx—My)dA
C R R
Dari soal diketahui M = xy? dan N = 2x*y maka M, = 2xy dan N, = 4xy.
Sehingga:
fxyzdx + 2x2%ydy = f f (2xy — 4xy)dA
c R

Karena sisi tegak segitiga pada sumbu x terletak pada (0,0) sampai (2,2)

maka batas x mulai dari O sampai 2. Sedangkan sisi tegak segitiga pada

sumbu y terletak pada y = x sampai y = 2x.

Jadi,

2 r2x
f f (4xy — 2xy)dydx
0 Jx

4. E

Dari soal diketahui:
M = ycosx —xysinx

N =xy+xcosx

Maka:
M, = cosx — xsinx
N, =y —xsinx + cosx
curlF=N, —-M, =y
Sehingga:

f(ycosx—xysinx)dx+(xy+xcosx)dy=ffydA
c R

Karena sisi tegak segitiga pada sumbu x terletak pada (0,0) sampai (2,0)
maka batas x mulai dari O sampai 2. Sedangkan sisi tegak segitiga pada

sumbu y terletak pada y = 0 sampai y = —2x + 4.
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Jadi,

2 —2x+4
f f ydy dx
o Jo

—2x+4 1
f ydy=§(—2x+4)2=2x2—8x+8
0

Integral dalam:

Integral luar:
2

z 2 16

fo (2x%2 —8x + 8)dx = §x3 —4x? + Bx]o =3
Karena kurva searah jarum jam maka kalikan hasilnya dengan —1.
Jadi, nilai akhirnya adalah —16/3.

5. D

Kurva berbentuk segitiga yang dilintasi partikel memiliki arah
berlawanan jarum jam dari (0,0), (1,0), dan (0,1).
Dari soal diketahui bahwa M = x? + xy dan N = xy? maka:

M, = x dan N, = yZ.

W = f F.dr
c
Berdasarkan teorema Green:

fF-dr=3€de+Ndy=ff(Nx—My)dA
C C R

W=fCF-dr=ffR(y2—x)dA

Karena sisi tegak segitiga pada sumbu x dari (0,0) sampai (1,0) maka
batas x mulai dari O sampai 1. Sedangkan sisi tegak segitiga pada sumbu
y terletak pada y = 0 sampai y = 1 — x.

Jadi,

1 ,1-x
W= _[ _[ (y? —x)dydx
0 Jo

Integral dalam:

1-x

1-x 1 1
| ot-oay=[*-w| =30--xa-x

1-x 1
f (yz—x)dy=§(1—3x+3x2—x3)—x+x2
0
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Integral luar:

i 1 1 2 1,7
W=f [§—2x+2x2—§x3]dx= [—x—xz+—x3——x4
0

pol3,2 1 1
"3 33 12 12

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 8 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 8.

Jumlah Jawaban yang Benar

1 0,
Jumlah Soal * 100%

Tingkat Penguasaan =

Arti tingkat penguasaan:

90 - 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 9. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda harus

mengulangi Modul 8, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 9

INTEGRAL RANGKAP TIGA

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan permasalahan
terkait integral rangkap tiga.

Materi 9
Integral Rangkap Tiga

Pada sesi sebelumnya, kita sudah belajar tentang integral rangkap dua
(integral pada bidang) dari f(x,y) fungsi dua variabel. Untuk memahami
integral rangkap tiga, kami sarankan anda untuk meninjau kembali materi

integral rangkap dua.
Untuk memahami integral rangkap tiga, perhatikan contoh berikut ini.
Contoh 1:

Misalkan diberikan daerah dalam ruang tiga dimensi antara dua paraboloid
yaitu z = x2 + y? dan z = 4 — x? — y2. Tentukan volume yang terbentuk oleh

kedua paraboloid tersebut.
Jawab:

Pertama, coba kita gambarkan permasalahan seperti pada gambar berikut.
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o s
e e
S eSS
L7575 AT SOSIOS SIS SIS
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o5
3 755555 o,::::::¢
200200 % D

P ,‘o D o’_‘”‘ (o

Gambar 9. 1. Daerah R
Sintak pada octave:
>> [x,y] = meshgrid(-1.4:0.05:1.4,-1.4:0.05:1.4,50);
>> z1=x."\2+y."2;
>> z2=4-(x.N2+y.N2);
>> surfc(x,y,z1)
>> hold on
>> surf(x,y,z2)
>> xlabel("x");
>> ylabel("y");
>> zlabel("z");
Bagaimana cara menentukan volume antara dua paraboloid tersebut?

Kedua, untuk menentukan volume yang dibatasi dua paraboloid, kita ambil
bagian kecil dari dalamnya (elemen dari volume). Misalkan seperti di bawah

ini:
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Gambar 9. 2. Elemen dari Volume

Artinya, kita memiliki salah satu bagian kecil volume dari objek yang kita
ingin ketahui volumenya secara keseluruhan [1], [2], [8], [9]. Dari gambar

kecil di atas diperoleh:
AV = AxAyAz

Dan apabila kita buat potongan volume kecil ini sampai tak hingga

banyaknya, dan kita jumlahkan semuanya akan diperoleh|[1], [5], [6]:
m

V= f fR f [y = %mwzzznj F(xiy), 2 ) AV

l
i=1j=1k=1

Misalkan f(x,y,z) = 1 maka diperoleh:

=] [ [ antri

di mana dV = dxdydz dengan batas x,y, z sesuai situasi dan kondisi. Urutan
dari dxdydz tidak mutlak, kita bisa mengurutkannya dengan dzdxdy atau
dzdydx.

Ketiga, bagian terberat dari integral lipat tiga adalah menentukan batas-
batas integral dari x,y,z. Perlu ketelitian dan triks dalam menentukannya.
Dalam Contoh 1, kita coba mengintegralkannya dari variabel z terlebih

dahulu karena lebih mudah menentukannya.

Pada Gambar 1, sumbu z dibatasi oleh dua parabaoloid dimana bagian

bawah dibatasi oleh z = x? + y? dan bagian atas dibatasi oleh z = 4 — x? — y2.

4—x2-y?
V= f f f dzdydx
x%+y?

Selanjutnya, kita lihat bayangan dari Gambar 1, pada bidang xy yang

Sehingga kita peroleh:

merupakan piringan (disc/cakram), seperti pada gambar berikut:
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Gambar 9. 3. Cakram/Bayangan di Bawah Daerah R
Pada Gambar 9.3, cakram diperoleh dari:
x2+y?<4—x?—yZataux?+y?<?2
Dan kita tahu bahwa Gambar 3 adalah sebuah lingkaran dengan jari-jari v2.
Kita bisa saja mensetting batas y dari y = —V2 — x2 sampai y = V2 — x2.

Dan mensetting batas x dari —/2 sampai V2. Dan memperoleh intergral

secara lengkap yaitu:

V2 V2-x2 f4—-x?-y?
V= f f f dzdydx
_\/E _1/2_x2 x2+y2

Namun tentu, pada kasus ini akan sangat sulit kita melakukan integrasi
dalam koordinat persegi panjang atau dalam koordinat x dan y, dimana hasil

integrasi dari z adalah:

N =
V=f f 4 —2x?% — 2y?dydx
_\/E —\/2—x2

Di sini, jika kita perhatikan, integral ini sama halnya dengan integral
rangkap dua dari fungsi z = 4 — 2x? — 2y2.
Cara yang lebih efektif adalah menggunakan koordinat polar (r,0), namun

karena masalah ini ada dalam ruang tiga dimensi, dimana terdapat sumbu

z, sehingga diperoleh koordinat:

(r,0,2)
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Yang disebut sebagai koordinat silinder, dimana|[10], [11]:

x =rcosf
y =rsinf
zZ=2z

Ingat bahwa dxdy = rdrd6, sehingga elemen dari volume menjadi:

dxdydz = rdrdfdz

Sementara, batas r mulai dari 0 sampai V2 dan batas 6 dari 0 sampai 2.

Sehingga integral lipat tiga menjadi:

2n ,V2 p4—x%—y?
sz f f dzr drd6
0 0 x2+y2

Integral dalam:

4—x2—y2
y 4_x2_2
j dz = [7] V=4 —x?2—y?2—x?—y2=4-2(x* +y2)

2 2
x2+y2 x°+y

Integral tengah:
A
f 4-2(x*+yHrdr
0
Karena x? + y? = r? maka:

V2 V2
f [4 —2r2]rdr = f [4r — 273] dr
0 0

V2
=[2r2——r4] =4-2=2
0

Integral luar:
21
V= f 2d0 =4n
0

Jadi, volume yang terbentuk dari daerah dalam ruang tiga dimensi antara

dua paraboloid yaitu z = x? + y? dan z = 4 — x? — y? adalah 4.

Contoh lain dari integral lipat tiga adalah seperti pada contoh berikut ini.
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Contoh 2:

Tentukan volume dari daerah antara z=1-y dan x?+y?+z%2=1

(persamaan bola satuan).
Jawab:

Pertama, coba kita gambarkan permasalahan seperti pada gambar berikut

dengan sintaks pada octave:

>> [x,y] = meshgrid(-1:0.05:1,-1:0.05:1,50);
>>z1=1-y;

>> mesh(x,y,z1)

>> hold on

>> sphere

>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

-05

Gambar 9. 4. Daerah R antara z =1 — y dan Bola Satuan
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Misalkan f(x,y,z) = 1 maka diperoleh:

=] [ [ antri

Dan pada kasus ini, lebih mudah menentukan batas z terlebih dahulu di

mana pada bagian bawah dibatasi oleh z=1-y dan pada bagian atas
dibatasi oleh z = \/1 — x2 — yZ2.

Sehingga integral menjadi:

V= f f f dzdydx
1-y

Sementara batas untuk x dan y dapat diperoleh dengan menggambarkan

bayangan di bawah daerah R pada bidang xy, seperti pada gambar berikut:

15

05+

.05 -

15~ L 1 L 1 i 1
15 1 05 0 05 1 15
X

Gambar 9. 5. Bayangan di bawah daerah R pada Bidang xy
Pada Gambar 9.5 diperoleh:
batas y mulai dari O sampai 1 dan
batas x mulai dari —m sampai m .
Kita juga dapat memperoleh batas-batas x secara aljabar dengan cara:
1—y = T=x =57

1-2y+y?=1-—x2—y?
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-2y + 2y% = —x?
x% =2y —2y?
X = /2y — 2y?
Sementara untuk batas y:
Setting z = 0 kita peroleh:
Dariz=1—ymaka 0=1—-yatau y =1 dan atau

Dari x2 + y? + z?2 = 1 maka x? + y? = 1 di mana kita tahu ini adalah sebuah

lingkaran dengan jari-jari 1. Jadi y antara O dan 1.

Sehingga integral lipat tiga secara lengkap adalah:

Vay-2y? \1-x%-y?
f f f dzdxdy
2y— 2y2

Namun, kita tidak akan melakukan integrasi dengan bentuk seperti ini.

Cara lain untuk menentukan volume pada Contoh 2 adalah menggunakan

koordinat bola, di mana[2], [5], [12], [13]:
p = jarak dari titik asal ke sebuah titik (x,y,z) = \/x? + y? + z?
¢ = sudut yang dibentuk dari sumbu z positif ke bidang xy

6 = sudut yang dibentuk dari sumbu x ke y berlawanan jarum jam

Untuk memperjelas, perhatikan gambar berikut:

Gambar 9. 6. Tampilan pada Bidang rz

Pada Gambar 9.6, kita ingat kembali bahwa r adalah koordinat polar pada

bidang xy di mana x =rcosf dan y =rsinf [14].

Dengan trigonometri diperoleh:
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r=psing
Akiba
t . _
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A

* Ap iy
p;sin ¢ AO /"%
: N N
7 N
)

1 AG = p;sin ¢, AG
Gambar 9. 7. Aproksimasi Elemen Volume dalam Koordinat Bola
Pada Gambar 9.7, kita lihat bahwa aproksimasi dari elemen volume
memiliki:
panjang = p;A¢,
lebar = p; sin ¢, AB dan
tinggi = Ap
maka aproksimasi dari elemen volume adalah:
AV = p;Ad X p; sing,, AG X Ap = pl-2 sin ¢, ApAOAPD

Dengan menggunakan limit, kita akan mendapati hasil elemen volume

seperti gambar berikut:

ZM

X

Gambar 9. 8. Elemen Volume dalam Koordinat Bola
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Dari Gambar 9.8 diperoleh elemen volume:
dV = p?sin¢ dp do d¢

Integral lipat tiga secara keseluruhan menjadi:

szLdezf.przsiml)dded(p

Selanjutnya kita tentukan batas-batas untuk p, 0, dan ¢.

Dari soal diketahui bahwa bola satuan memiliki p = 1, artinya p mulai dari O

ke 1.

Sementara 6 karena pada bayangan daerah di bawah R pada bidang xy

adalah mirip lingkaran, maka 6 mulai dari 0 sampai 2.

Sedangkan untuk ¢ kita perhatikan gambar berikut:

2

-0.5 |

A ) )
15 1 05 1] -05 8 -15
y

Gambar 9. 9. Tampilan pada Bidang zr

Pada Gambar 9.9, dapat diketahui bahwa ¢ mulai dari 0 sampai 7/4. Atau
kita dapat menentukannya dengan menggunakan z=1—-y,di manaz+y=
1 membentuk segitiga siku-siku sama kaki dengan sudut pada kaki-kakinya

pada bidang zr adalah n/4. Artinya ¢ mulai dari 0 sampai /4.

Sehingga, integral lipat tiga secara keseluruhan menjadi:

/4 2w 1
V=f f Jpzsinqbdpdedd)
o Jo Jo
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T/4 (2T 1 1
sz f [—p3 sind)] dé do
o Jo 13 0

/4 2111
%4 =f f =sin¢ df d¢
0 0 3

21

V= fOnM [gsinqb] do

0

V= J:TM [Z?nsin d)] do

21 /4 21 /1 21

= |—— = — |- 2 -

v [ 3 cose| 3(2\/_)+3
—\/§n+2n
V="

3
Aplikasi Integral Rangkap Tiga
Menentukan Massa Benda Solid

Misalkan kita diberikan massa jenis § dari sebuah benda/material biasanya

dalam satuan gram/m3atau dalam satuan lainnya di mana:

Am

0=

Dengan pendekatan yang sama pada elemen volume, maka elemen massa

benda solid tersebut adalah:
dm=8dV

dan massa dari benda solid tersebut adalah:

Massa(m)=fjf6dV
R

Menentukan Pusat Massa Benda Solid

Pusat massa sebuah benda solid terletak pada (x,y,z) di mana:

L[ [ [roa
L[ [yoa

y
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L[ [[soa

Menentukan Momen Inersia Benda Solid

Jika kita ingin menentukan kelembaman sebuah benda untuk berotasi pada
porosnya atau disebut momen inersia, maka rotasi dapat dilakukan pada

setiap sumbunya. Sehingga terdapat tiga kemungkinan yaitu:

Momen inersia pada sumbu x adalah:

Ixzfjf(y2+zz)6dV
R

Momen inersia pada sumbu y adalah:

1y=fffR(x2+z2)6dV

Momen inersia pada sumbu z adalah:

Izzjf.[R(x2+y2)5dV=ffer26dV

Menentukan Rata-Rata Nilai Sebuah Fungsi

Misalkan kita diberikan fungsi f(x,y,z) pada daerah R, maka rata-rata nilai

f adalah:

F = e ) | [£

Jika diberikan massa jenis dari f pada R, maka rata-rata berat benda solid

pada R adalah:

1
rata—rataberat=mffo6dV

Contoh 3:

Tentukan momen inersia dari tetrahedron seperti pada gambar berikut pada

sumbu z. Asumsikan massa jenis tetrahedron adalah 1.
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Gambar 9. 10. Tetrahedron

Sintaks pada Octave:
>>X=[101;000;000];
>>Y=[000;101;00 0]
>7Z=[010;000;101];
>> surf(X, Y, Z)

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

>> axis equal

Jawab:

Momen inersia dari tetrahedron dengan permukaan D pada sumbu z adalah:

Iz=fjL(x2+y2)5dV=fijr26dV

Karena 6 = 1 maka:

Izzjij(xz+y2) av
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Perhatikan, pada kasus ini, kita lebih baik menggunakan koordinat persegi
panjang karena jika kita menggunakan koordinat silinder akan sulit

menentukan batas-batas r dan 6.

Pada gambar 10, diketahui bahwa tetrahedron dibatasi oleh permukaan x +
y+z=1. Tetapi ini bagian tersulit untuk menentukan batas-batas x,y, dan

Z.

Perhatikan pada Gambar 10, karena daerah R ada pada bidang xz dan

tetrahedron berotasi pada sumbu z maka:
Batas y mulai dari O sampaiy =1—x — z.

Sementara itu, karena proyeksi dari permukaan (D) ke bidang xz dibatasi

oleh sumbu x,y, dan garis x + z = 1, maka:
Batas x mulai dari 0 sampai 1 — z.
Batas z mulai dari O sampai 1.

Sehingga momen inersia:

1 r1-z p1-x-2z
I, = f f f (x2 +y?) dydxdz
0o Jo Yo

Integral dalam:
1-x-z 1 1-x-z 1
f (x% +y?) dy=[x2y+—y3] =x?—x3—x?z+=-(1—-x—-2)3
o 37 1p 3
Integral tengah:

1=z 1 1 1 1 1 1
fo [xz —x3 —xzz+§(1 —x —z)3] dx = [§x3 —Zx‘* —§x3z—ﬁ(1 —x —z)4]o

1=z 1 1 1 1 1 1-z
fo _xz —x3 —x22+§(1 - X —2)3_ dx = [§x3(1 —7) —Zx‘* —E(l —x —2)4]0

1=z 1 T 1 1 1
-fo _xz—x3—xzz+§(1—x—z)3_ dx=§(1—z)4—z(1—z)4+ﬁ(1—z)4

1=z 1 1 1
f x2=—x3—x%z+=(1—-x—-2)3dx==(1-2)*
o L 3 _ 6
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Integral luar:

1—]11(1 )z =| L )5]1—1
A A TRl ATy
Contoh 4:

Tentukan massa dari sebuah silinder dengan pusat di sumbu z, tinggi h, jari-

jari a dan massa jenis § = x2 + y2.
Jawab:

Pertama, kita gambarkan silinder sebagai berikut:

0.5 05

Gambar 9. 11. Silinder

Sintaks pada Octave:

>> R=[1 1];

>> N=100;

>> [X,Y,Z] = cylinder(R,N);

>> testsubject = surf(X,Y,Z);

>> set(testsubject,'FaceAlpha',0.5)
>> xlabel("x");

>> ylabel("y");
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>> zlabel("z");

Ingat, bahwa massa dari benda solid adalah:

Massa(m)=ffL8dV=fffD(x2+y2)dV=ffLr2dV

Perhatikan karena solid berbentuk silinder, maka disarankan menggunakan

koordinat silinder untuk menyelesaikan permasalahan.

Pada Gambar 11 dan atau dalam soal, dapat kita tentukan batas-batas

untuk z,r, dan theta, di mana:
Batas z mulai dari O sampai h.
Batas r mulai dari 0 sampai a.
Batas 6 mulai dari O sampai 2.

Sehingga integral menjadi:

2w ra rh
Massa (m) = f f f r?rdzdrdf
o Jo Jo
Integral dalam:
h h
frzrdz=fr3dz=hr3
0 0

Integral tengah:

¢ [hr3]a ha*
hrddr = |—| =——
fo 7

Integral luar:

Massa (m) =f —do =
, 4 2

Latihan 9

1. Susun namun tidak perlu dihitung, integral dari volume suatu daerah di

bawah bidang z = y dan di atas paraboloid z = x? + y2.

2. Tentukan momen inersia pada sumbu z dari sebuah benda solid yang
dibatasi oleh paraboloid z = x? + y? dan bidang z = 1. Asumsikan massa

jenisnya adalah 1.
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3. Gunakan koordinat silinder untuk menentukan pusat massa dari

hemisphere (setengah bola) seperti gambar berikut dan asumsikan § =

Sintaks pada Octave:
>> [x,y,z| = sphere;
>>x =x(11:end,:);

>> vy =y(ll:end,:);
>>z =z(11:end,:);

>> r=2;

>> hs = surf(r.*x,r.*y,r.*z);

>> hs = mesh(r.*x,r.*y,r.*z);

>> hs = surf(r.*x,r.*y,r.*z);
>> xlabel("x");
>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

>> set(hs,'FaceAlpha',0.5)
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4. Gunakan koordinat bola untuk menentukan volume benda solid pada

daerah R yang dibatasi oleh z2 = x? + y? dan bola x2 + y? + z2 = 9.

5. A
Jawaban 9
1. Langkah 1: Buat gambar dari permasalahan

Sintaks Octave:

>> [x,y] = meshgrid(-1:0.05:1,-1:0.05:1,50);
>>zl =y;

>> z2 = X N2+y.N2;

>> mesh(x,y,z1)

>> hold on

>> surf(x,y,z2)

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

= .05

Langkah 2: Tentukan batas pada sumbu z.
Pada gambar dapat dilihat bahwa:
Batas atas z = y dan batas bawah z = x? + y2.

Langkah 3: Tentukan batas pada sumbu x dan y.
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05

0.5

0.8 06 0.4 €0z L] (13} 04 0na 08

Pada gambar dapat dilihat bahwa:

Batas y mulai dari O sampai 1.Sementara untuk batas x, buat persamaan
z=z,makay=x%+y? x?=y—y?% x=+,/y—y2.

Langkah 4:Tuliskan integral secara lengkap

1 rJy=y% ¥
V= f f f dzdxdy
o Joyymyz Jrasye

Ingat momen inersia pada sumbu z dengan § = 1:

Iz=fffr25dV=fffr2rdrd9dZ=fffrgdrdedz
R R R

Langkah 1: Buat gambar dari permasalahan
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Sintaks Octave:

>> [x,y] = meshgrid(-1:0.05:1,-1:0.05:1,50);
>>z1=1-0.*x-0."y;

>> mesh(x,y,z1)

>> hold on

>> z2 = x.N2+y.N2;

>> surf(x,y,z2)

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

>> axis equal

Langkah 2: Tentukan batas pada sumbu z.
Pada gambar dapat dilihat bahwa:

Batas z mulai dari O sampai 1.

Langkah 3: Tentukan batas pada sumbu r dan 6.

-1

05 -

Pada gambar dapat dilihat bahwa:

Batas 6, mulai dari O sampai 2n. Namun untuk batas x kita lihat z = x% +

y? =12, r =+/z. Maka batas r mulai dari O ke vz
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Langkah 4: Tuliskan integral secara lengkap dan hitung.

1 r2m z
1, = f f f r3drdfdz
0o Jo Jo

Integral dalam:

Integral tengah:
Integral luar:

Langkah 1: Ingat:

Pusat massa sebuah benda solid terletak pada (x,y,z) di mana § = 1:

o L[ [xoar= L[ [ [xar
s= L[ [ [yoar-L][[ya
s L[ [ [ssar=L[[ [sar

Karena benda solid simetri, maka x = 0 dan y = 0, di mana:

Massa(m)szdeV
R

Karena 6 = 1 maka:

Massa (m)=fdeV

Langkah 2: Menentukan m
Karena daerah R berupa disk/cakram dengan jari-jari 2 maka

1 1 4 3 4 3 16
m=§Vbola=§-§nr —ETE(Z) =?TL’
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Langkah 3: Menentukan batas untuk z.

Dari gambar pada soal diketahui bahwa:

Batas z mulai dari O sampai /4 — x2 — y2 = V4 —r2
Batas r mulai dari O sampai 2.
Batas 6 mulai dari O sampai 2n

Langkah 4: Menghitung z.

=

3 2w 2 pV4-12
Z = E f f zrdz dr d@
0 0 Y0

Integral dalam:

Va-r2 1 4-12 1 1
f dz = [—rzz] =—r(4—-1r®)==U4r-r3
., TR, 2 2

Integral tengah:

f214 3d—1[22 14]2—1(8 4 =2
02(r r)r—zr 2’ T2 =

Integral luar:

3 (" 3 12 3
2d0 = ——[20]2" = —— ==

= 16r ), 16m “1l6n 4

Maka pusat massa sebuah benda solid terletak pada (0,0,3/4).
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4. Langkah 1: Gambarkan permasalahan

Sintaks Octave:

>> [x,y] = meshgrid(-3:0.2:3,-3:0.2:3,50);
>> z1=sqrt(x.A2 + y.A2);

>> surf(x,y,z1)

>> hold on

>> [x,y,z]=sphere(40);

>> hs = surf (3*x, 3*y, 3*z);
>> set(hs,'FaceAlpha',0.2)
>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel('y");

>> zlabel("z");

Langkah 2: Mengingat integral koordinat bola.

V=fffpzsin¢dpd9d¢
R

Langkah 3: Menentukan batas ¢, p, dan 6
Dari soal dan gambar dapat dilihat bahwa:

Batas p mulai dari O sampal 3.
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Batas 6 mulai dari O sampai 2n

Untuk batas ¢, karena x? + y? + z2 = 9 dan z? = x? + y? maka z? + z2 = 9,
2z2 =9, z=3/V2 . Dan kita ketahui pada koordinat bola z = pcos¢ di
mana p = 3 dan z = 3/v/2. Sehingga cos¢ = 1/v/2 dan ¢ = n/4.

Langkah 4:Tuliskan integral secara lengkap dan hitung.

szffpzsind)dpdedd)
R

2w ~m/4 3
V=f f fpzsinqbdpdqde
o Jo Jo

Integral dalam:
3 1 3
f p?singdp = [—p3 sinqb] =9sin¢
0 3 0
Integral tengah:
/4 . 9 1
f 9singdg = [~9cos pI5/* = —5VZ+9 = 9(1 —E\/E)
0
Integral luar:
2T 1 1
V= f 9(1—5\/5)619 = 18n<1—§\/§)
0

Rangkuman 9

Integral rangkap tiga merupakan kelanjutan dari integral rangkap dua, di
mana pada integral rangkap dua, kita mendapati bayangan daerah D dari

suatu benda solid R dengan bentuk umum:

| fD feuyda= [ fR F(x,y)dA

Jika F eksis pada daerah R dan berlaku:

F(x,y) = {f(x, ), jika (x,y) adadi D

Y= 0, jika (x,y) adadi R tetapi tidak di D

Sementara, pada integral rangkap tiga, benda solid pada daerah R dihitung
volume secara keseluruhan dengan melihat sumbu z sebagai tinggi dari

benda solid tersebut. Secara umum:
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sz.Lff(x,y,z)dV

Dimana dV = dxdydz adalah elemen kecil dari volume yang dapat kita hitung

aproksimasinya yaitu luas alas kali tinggi dengan alas dxdy dan tinggi dz.
Langkah-langkah dalam menghitung integral lipat tiga yaitu:

1. Gambarkan permasalahan

2. Tentukan batas z.

3. Tentukan batas x dan y

4. Hitung intergral dalam, tengah, dan luar.

Sebagai catatan:

1. Jika integral lipat tiga menggambarkan koordinat persegi panjang maka

integral dapat dihitung langsung dalam koordinat tersebut.

2. Jika integral lipat tiga menggambarkan koordinat silinder maka integral
perlu dilakukan konversi dari koordinat persegi panjang ke dalam

koordinat silinder.

3. Jika integral lipat tiga menggambarkan koordinat bola maka integral
perlu dilakukan konversi dari koordinat persegi panjang ke dalam

koordinat bola.
Tes Formatif 9

1. JikaE={(x,y,2)la<y<4,y<z<40<x<z}maka:

VA
”L—x2+;v2 av

adalah...
A. /8
B. 6n/8
C. 9m/8
D. 11n/8
E. 13n/8
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Volume tetrahedron yang dibatasi oleh sumbu koordinat dan bidang

2x+y+z=4adalah ...

A
B
C.
D
E

16/3
13/3
10/3
7/3

4/3

Volume benda solid yang dibatasi oleh silinder x? + y? = 4, dan bidang

y=-1dan y+z =4 adalah ...

A.

@ o o uw

8w

12n

16w

20

241

Massa benda solid E yang dibatasi oleh silinder parabolik z = 1 — y?,

bidangx +z=1,x=0, z=0 dan p(x,y,z) = 2 adalah ...

A.

B
C.
D
E

2/5
4/5
8/5
12/5

16/5

Momen inersia terhadap sumbu z dari silinder solid x2 + y2 <a?, 0<z <

h dengan p = 1 adalah ...

A.

B
C.
D

mha/2
mwha*/2
wha* /4

mwha3 /4
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E. mhad

Jawaban Tes Formatif 9

1.

C

Maka integralnya adalah:

4 r4 rz 7
I:LLLmddedy

Integral dalam:

fz Z d [ " X]Z T
— dx = |arctan—| = —
0 X2+ 22 zlg 4

Integral tengah:

Integral luar:

4 4 9
=[5 f-3 =%
A

Jelas, batas pada z antara z = 0 sampai z =4 — 2x — y.

Pada bidang xy, jelas z = 0 dan jika y = 0 maka batas pada x antara x =

0 sampai x = 2.
Sementara batas y antara y = 0 sampai y = 4 — 2x.

Maka:

2 (4-2x 4-2x-y
V= f f f dzdy dx
0o Jo 0

Integral dalam:
4-2x-y
f dz=4—-2x—-y
0
Integral tengah:

4-2x
f (4—-2x—y)dy =44 —2x) — 2x(4 — 2x) — % (4 — 2x)?
0
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4-2x
f (4—2x—y)dy =2x*—8x+8
0
Integral luar:

2 16
sz (2x2—8x+8)dx=?
0

o= [ fav

Karena batas y cukup jelas yaitu antara y = —1 sampai y = 4 — z, maka:

v~ [ anaa- [ [ G- ou

Perhatikan D adalah daerah pada bidang xz, di mana silinder x? + z? =

4 terdefinisi.

Karena volume terbentuk dari bagian silinder, maka kita gunakan polar

untuk menghitungnya.

Jelas batas r antara 0 sampai 2, dan sudut silinder 0 < 8 < 27.

Maka:
2T 2
V=f f (5—rsin@)rdrdf = 20m
o Yo
E
1 1-z JT:E 16
M= f f f 4dydxdz = —
0o Jo —1i-z 5
B

I, =fjfE(x2 +y3)px,y,z)dV

Dalam koordinat silinder diperoleh:
(r,0,z2)E|l0<r<aq0<0<2m0<z=<h

Maka:

2n rh ra nha4
I, = j f f r3drdzdf =
o Jo Jo 2
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 9 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 9.

Tinekat P _Jumlah Jawaban yang Benar x 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:

90 — 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 — 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 10. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda

harus mengulangi Modul 9, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 10

MEDAN VEKTOR TIGA DIMENSI

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan permasalahan

terkait medan vektor tiga dimensi,

dan integral permukaan.

Materi 10

Pada sesi sebelumnya, kita sudah belajar tentang medan vektor atau fungsi

bernilai vektor [1] dua dimensi dalam bentuk umum F = M(x,y)i + N(x,y)j [2].

Medan vektor F adalah suatu fungsi yang memetakan R"™ ke R"™ dengan

visualisasi vektor [7] atau medan vektor F adalah suatu fungsi di mana

inputnya adalah sebuah titik di R" dan outputnya adalah sebuah vektor di

R™ dari titik input ke titik output [9]. Sebagai pengingat perhatikan medan

vektor dua dimensi berikut.

Contoh 1:

Misalkan F = (x — y)i + (x + y)j adalah medan vektor. Gambarkan F dengan

domain [—3,3] X [-3 X 3] pada Octave. Diskusikan kapan vektor vertikal dan

horisontal [14]?

Jawab:

Dari soal diketahui bahwa M =x —y dan N =x + y.
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Gambar 10. 1. Medan Vektor F = (x —y,x+y)
Sintaks Octave:
>> [x,y] = meshgrid(-3:3);
>> M = x-y;
>> N = x+y;
>> quiver(x, y, M, N);
>> axis equal
>> xlabel("x")
>> ylabel("y")

Perhatikan Gambar 10.1, pada lingkaran merah bawah, vektor akan
horisontal di mana (x,y)=(3,—3) dan jika disubstitusikan ke F =
(x —y,x+y) diperoleh F=(3—-(-3),-3+3)=¢(6,0). Secara umum, pada

kasus ini vektor akan horisontal jika x + y = 0.

Serupa dengan analisis pada vektor horisontal, maka vektor akan vertikal

jika x —y = 0 seperti pada lingkaran merah atas di mana (x,y) =(3,3). =
Medan Vektor 3 Dimensi

Kita sudah melihat bagaimana medan vektor dua dimensi bekerja. Prinsip
serupa dapat digunakan untuk tiga dimensi, dan medan vektor secara

umum berbentuk:

F=M(x,y)i+ N(x,y)j+ 0(x,y)k
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Di mana, medan vektor dimensi 3 adalah fungsi F yang nilai-nilainya adalah
vektor pada dimensi 3 [10]. Untuk memahami medan vektor 3 dimensi,

perhatikan contoh berikut.
Contoh 2:

Perhatikan gambar berikut:

. W Windyiom
> Bandar Lampung 5
Kota Agung 250
250
S Pulau Harapan
e

Serang
|26 Jakarta
26° 5 -
o Karawang
Jge

3

Bogor

SCa

Manggala =2
26"

Sukaburni Bandiing

PES s

Cidolog

25

Malati

Awesome weather foreca

Manday 27 - 1300
O —
km/h

0 0 20 35

Gambar 10. 2. Aliran Angin di Sekitar Pulau Jawa dan Sumatra

Gambar 10.2 menunjukkan model perkiraan (forecast) arah dan kecepatan
angin (kita sebut dengan medan kecepatan angin/medan vektor) di atas
permukaan bumi (sphere) di sekitar pulau Jawa dan Sumatra pada
permukaan laut di mana arah dan kecepatan angin bervariasi di berbagai
lokasi berbasis pada model European Centre for Medium-Range Weather
Forecasts (ECMWF). Terdapat beberapa model forecasting untuk
memprediksi cuaca secara numerik antara lain Canadian Model, Global
Forecast System (GFS), dan ECMWF. Namun dalam website windy.com
hanya digunakan dua model yaitu GFS dan ECMWF.

Model prakiraan cuaca pertama kali diajukan oleh Vilhelm Bjerknes ahli
fisika dan meteorologi dari Norwegia pada awal abad 20. Ide dasar prediksi
cuaca numerik (NWP = Numerical Weather Prediction) adalah mengambil
sampel keadaan fluida pada waktu tertentu dan menggunakan persamaan
dinamika fluida dan termodinamika untuk memperkirakan keadaan fluida

pada suatu waktu di masa mendatang. Pada umumnya, Persamaan
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dinamika fluida dan termodinamika yang digunakan adalah persamaan

primitif yang terdiri dari 3 persamaan yaitu:

1. Persamaan kontinuitas: terkait dengan representasi dari konservasi
massa, fluks dan integral permukaan.

2. Persamaan konservasi momentum: terdiri dari persamaan Navier-
Stokes yang menggambarkan aliran hidrodinamis pada permukaan
bola dengan asumsi gerak vertikal lebih kecil dari gerak horisontal
(hidrostatis).

3. Persamaan energi thermal: terkait dengan temperatur pada sebuah

sistem sumber panas secara keseluruhan.
Contoh 3:

Misalkan F=§i—§j+§k adalah medan vektor. Gambarkan F dengan

domain [—-2,2] X [-2 X 2] X [-2 X 2] pada Octave. Diskusikan hasil medan
vektornya [5][14]?

Jawab:

Dari soal diketahui bahwa M =y/z, N = —x/z, dan 0 = z/4
Sintaks Octave:

>> [XX,YY,ZZ] = meshgrid(-2:2);
>>M =YY./ZZ,

>> N =-XX./ZZ,

>> 0 =27Z7Z./4;

>> quiver3(XX,YY,ZZ,M,N,O)

>> xlabel("x");

>> ylabel('y");

>> zlabel("z");

>> axis equal
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Gambar 10. 3. Medan Vektor F = fi — fj + ik

Perhatikan Gambar 10.3, terdapat tiga kasus pada sumbu z di mana:

Untuk z = 0, medan vektor tidak terdefinisi.
Untuk z > 0, medan vektor memiliki orientasi searah jarum jam.
Untuk z < 0, medan vektor memiliki orientasi berlawanan arah jarum

jam.

Pada saat x,y = 0 dan z > 0, medan vektor memiliki arah vertikal ke atas.
Sementara, saat x,y = 0 dan z < 0, medan vektor memiliki arah vertikal ke

bawahm.
Integral Permukaan

Pada sesi sebelumnya, kita sudah mempelajari integral rangkap tiga yang
melibatkan permukaan paraboloid untuk menghitung volume benda solid.
Dalam perhitungan aproksimasi volume, terdapat elemen kecil dari luas

permukaan paraboloid yang disebut AS.

Prinsip luas permukaan dari z = f(x,y) mirip dengan prinsip luas daerah di
bawah kurva, integral garis atau integral lipat tiga. Namun untuk

menentukan luas elemen kecil dari permukaan, akan kita gunakan cross
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product di mana elemen tersebut kita pandang sebagai jajaran genjang [1],

[2], [S]-[7], [9]-[14]. Untuk memahaminya, perhatikan contoh berikut:
Contoh 4:

Tentukan luas permukaan z = 1 + x? + y? di atas lingkaran satuan.
Jawab:

Pertama, gambar paraboloid z = 1 + x? + y% dan x? + y? = 1 dengan Octave.

Gambar 10. 4. Permukaan z = x* + y? dengan D = [—2,2] X [-2,2]
Sintaks Octave:
>> [x,y] = meshgrid(-2:2,-2:2);
>>z=1+x"2 +y."2;
>> surfnorm(x,y,z)
>> hold on
>>x=-1:0.01:1;
>>y=(1-x.22).20.5;
>> plot(x,y, "linewidth", 4, x,-y, "linewidth", 4);
>> xlabel("x");
>> ylabel('y");

>> zlabel("z");
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Kita sudah punya Gambar 10.4 dari permukaan paraboloid z = x? + y?,

namun bagaimana kita menentukan luasnya?

Gambar 10. 5. Elemen Permukaan z = 1 + x* + y?

Perhatikan Gambar 10.5 menunjukkan salah satu elemen permukaan dari
16 elemen atau partisi dan vektor normal n pada z. Jika kita perbesar elemen

tersebut adalah sebuah jajar genjang sebagai berikut:

(x +Ax,y, f(x + Ax, ¥))

i

Vektor normal n

(x,y + Ay, f(x,y + Ay))
ey fy)

Gambar 10. 6. Salah Satu Elemen Permukaan z
Perhatikan Gambar 10.6, dengan menggunakan cross product bahwa :
luas elemen jajar genjang: AS=uXv=n
Di mana:
Komponen vektoru = (x + Ax —x,y — y, f(x + Ax,y) — f(x,y))
Komponen vektor v~ (x —x,y + Ay —y, f(x,y + Ay) — f(x,y))
Perhatikan, dengan menggunakan deret Taylor diperoleh:

flx+Ax,y) = f(x,y) + fbx
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floy +4y) = f(x,y) + f,Ay
Akibatnya komponen vektor menjadi:
vektor u = (Ax, 0, f,Ax) = (1,0, f;,)Ax
vektor v = (0,Ay, f,Ay) = (0,1, f;,)Ay

Sehingga luas elemen jajar genjang adalah:
ij
AS =uxv=(10,f)x(01f)AxAy = |1 0 fi|AxAy
0 1

AS = |<_fx; _fy’1>|AxAy

AS = /fxz +f7 + 1 AxAy

Jika dilakukan partisi sampai tak hingga, diperoleh:

ds = ’fxz + f7 + 1dxdy

Kemudian ambil limit dari jumlah Riemann semua AS maka luas permukaan

z adalah:

5=ffRf(x,y,z) ds

Asumsikan f(x,y,z) = 1, maka:

Szf.Lf(x,y,z)dS:deS:fL /fx2+fy2+1dxdy

Kita tahu bahwa:

fx = 2x dan f, = 2y maka:

S=ff\/4x2+4y2+1dxdy
D

Karena daerah R dibatasi oleh x?+y?=r? maka lebih mudah kita
mengevaluasi § dalam koordinat polar dimana 0<r <1 dan 0<6 < 2.

Sehingga diperoleh:

2 1 T
S=f f (1+ 4r®>)Y2 rdr de =E(5\/§—1)
o Jo
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Latihan 10

1.

Gunakan Octave untuk menggambar medan vektor F =xi+ yj+ 3k
dengan domain [-3,3] Xx[-3Xx3]. Diskusikan medan vektor yang
dihasilkan.

2. Tentukan luas permukaan S dari hemisphere f(x,y) =/25—x? —y? di
atas daerah R yang dibatasi oleh disk x? + y2 < 9.

Jawaban 10

1. Langkah 1: Memahami masalah

Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan z = f(x, y)

di atas daerah R pada bidang xy dengan orientasi ke atas adalah:

CDF=ffRF-ndS=fLF.(—fx,—fy,1)dxdy

Dari soal diketahui terdapat dua permukaan yaitu S§; dan §,, serta
diketahui F = (y,x,z), z=1—x%—y?,dan z = 0.
Dari z kita peroleh:
N = (—2x,—2y,1)
Langkah 2: Menentukan rencana

Maka flux medan vektor F yang melalui permukaan S;:

CDF=ffsF-ndS=fLF.(—fx,—fy,1)dxdy

Py = f fD (3, %, 2). {—(=2x), —(=2y),1) dx dy
dp = ff(ny+ 2xy +z)dxdy
D

¢F=fj(4xy+z)dxdy
D
Karena z = 1 — x? — y? maka:
¢F=ff(4xy+1—x2—y2)dxdy
D

Karena permasalahan mengandung lingkaran x? + y? = 1 yang diperoleh

dari:
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Dan x=rcosf, y=rsinf serta dxdy =rdrdf, maka kita gunakan

koordinat polar untuk menyelesaikannya. Sehingga:

CDF=ff(4r2c05951n9+1—r2)rdrd9
D
21 1
<I>F=f f(4r3c0595in9+r—r3)drd9
o Jo

Langkah 3: Melaksanakan rencana

Integral dalam:

1
f(4r cos@sinf +r—r3dr=|r c05951n9+ r ——r]
0

1
1
f (473 cosOsin@ +r —r3) dr = cosfsinf +2
0
Integral luar:

2T
CI>F=f (c05951n9+ )d@
0

2T

2T
dDF:f cosHsin9d9+f —do
0 o 4

Misal u = sin 8 maka du = cos 0 df atau :

1
cos @

Maka:

2T 1 1
Pp = Ou ——du+=
F J;) cosodu cos 0 u 217.'

2T 1
CDF=f udu+-m
0

2

1 17" 1

q>=_2] -
F [2u0+2n

21

P F'Ze] +1
= |=SIn =TT
I o 2
i) —0+1
F= o
CDF ZET[

Jadi, flux medan vektor F yang melalui permukaan §; adalah n/2.
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Selanjutnya, permukaan S, berorientasi ke bawah, sehingga vektor
normal satuannya adalah n = —k. Sehingga flux medan vektor F yang

melalui permukaan S, adalah:

CDF:ff F-ndS=ff(y,x,z).(0,0,—l)dxdy
S, D

CIDszf—dedy
D

CDF:fdexdy:O
D

Langkah 4: Menguji jawaban

Karena z = 0 maka:

Maka flux medan vektor F =yi+ xj+zk yang keluar dari daerah T
dibatasi oleh paraboloid z = 1 — x? — y? dan bidang z = 0 adalah m/2.

Langkah 1: Memahami masalah

Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan z = f(x, y)

di atas daerah R pada bidang xy dengan orientasi ke atas adalah:

CDF=ffRF-ndS=fLF.(—fx,—fy,1)dxdy

Dari soal diketahui F = (xy,yz,zx), z =4 —x? —y?, dan persegi 0 <x <
,0<y<1.
Dari z kita peroleh:

N = (—2x,—-2y,1)

Langkah 2: Menentukan rencana

Maka flux medan vektor F yang melalui permukaan S;:

CDF:_[_LF'ndS:jjDF.(—fx,—fy,l)dxdy

Py = f f (xy,72,2%).(=(=2x), =(=2y),1) dx dy
D

O =_[j(2x2y+2yzz+zx) dx dy
D

Karena 0 <x <1,0 <y <1 maka:

1 1
&p = f f (2x%y + 2y?z + zx)dx dy
o Jo
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Karena z = 4 — x? — y? maka:

1 01

Op = f f 2x%y +2y?(4 —x2 —y?) + (4 — x2 — y®)x)dx dy
o Jo
1 01

O = f f (2x%y + 8y? — 2y%x? — 2y* + 4x — x3 — xy?)dx dy
o Jo

Langkah 3: Melaksanakan Rencana

Integral dalam:
1
(2x%y + 8y% — 2y%x? — 2y* + 4x — x3 — xy?)dx
y y y y y
0

2 3 2 4 2 1 4 1 2 21
=[§x y+8xy® —2xy* + 2x° ——x —3X°y

4 0

2 7 1
— 2 oyt 22
3y+8y Yty

Integral luar:

1
<I>F=j (zy+8y2—2y4+z—ly2)dy
. 3 42

1 8 2 7 1 .1t
dp = |= 2 — a3 45 Ay 3]
F Ly T3V Y Y Ty,
1 8 2 7 1 60+480—72+315—-30 713
Pp=—-t-——-t-——= =
3'3 5 4 6 180 180

Langkah 4: Menguji jawaban

Maka flux medan vektor F = xyi + yzj + zxk yang keluar dari daerah T
dibatasi oleh paraboloid z =4 —x? —y? dan persegi 0<x<1,0<y<1

adalah 713/180.

Rangkuman 10

Integral permukaan merupakan perluasan dari integral garis dan secara
intuitif diambil elemen kecil AS dari permukaan S sehingga limit jumlah dari

seluruh elemen permukaan sampai tak hingga adalah
S=fff(x,y,z) ds
R

Di mana R adalah daerah yang membatasi permukaan S.
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Tes Formatif 10

1.

Gradien medan vektor dari f(x,y,z) = xIn(y — 2z) adalah ...

A. (1/(y = 2x),x/(y = 22) ,2x/(y — 22))

B. (In(y —2x),x/(y — 2z) ,2x/(y — 22))

C. (In(y),x/(y — 22) ,2x/(y — 22))

D. (In(y —2x),x/2z,2x/(y — 2z))

E. (1/-2x,x/y 2x/(y — 22))

Jika S adalah persegi panjang dengan persamaan:
x=u+tv,y=u—v,z=14+2u+v,0<u<2,05rv<1

Maka nilai dari:

f fs (c+y +2)dS
adalah ...
A. 714
B. 8/14
C. 914
D. 10V14
E

11V14
Jika S adalah permukaan yang dibatasi silinder x2 +y2 =1,y =0,x+y =

2 dan F = (x,y,5), maka nilai dari:

fLF-dS

adalah ...

1
-
2

A

B. «

C. 2m

D. 4n

E. 6r

Jika S adalah bagian dari bidang 2x + 2y + z = 4 terletak pada oktan

[ [reas

pertama, maka nilai dari:

adalah ...
A. 4
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B
C.
D
E

o N O U

5. Jika S adalah permukaan dengan persamaan x =y + 2z, 0 < y < 1,dan

”Szds

0 < z <1 maka nilai dari:

adalah ...
A. 17+/2/12
15v2/12
13v2/12
11v2/12
9V2/12

W o 0w

Jawaban Tes Formatif 10

1. B
of of of
f=(= =3
0x’ 0y’ 0z
Vf = (In(y - 20), —— 2%
f=(Inly - 2x 'y—=2z"y—2z
2. E
ff(x+y+z)d5=fff(r(u,v))lruxrvldA
S D
_c')x_+6y_+6zk
=50 T ou) T ou
_6x_+6y_+azk
=50 T T
Karena:
X=u+v
y=u-—v
z=14+2u+v
Maka:
Ox 0x
ou ov
dy dy
_-—=1, =—=-1
ou " ov
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az_ 62_1
ou 7 av

r, Xr, =(3,1,—-2)
Ir, Xr,| =Vv14

Sehingga:

ff(x+y+z)d5=\/ﬁf1f2(4u+v+1)dudv=11\/ﬁ
S 0 Y0

D

Permukaan S terbagi menjadi tiga bagian yaitu S, S,, S3.

S; adalah cakram pada bidang y = 0

S, adalah cakram eliptik pada bidang x +y = 2

S; adalah kurva pada silinder antara dua bidang.
Berdasarkan konvensi, vektor normal mengarah keluar.
Vektor normal n pada S; adalah n = —j sehingga dS = —j dS
Maka:

ff F-dS=f (x,y,5)-(0,—1,0)dS =0
S 5

ffsF'ds=fL<x'y'5>'<v,v.0>dA

Karena u € (0,27) dan v € (0,1) maka:

1 (21
ffF-dS=f f v(x +y)dudv
S, 0o Jo

Karena x + y = 2 maka:

1 27
ffF-dS=2ff vdudv =2
S, 0o Jo

Pada S; persamaan parametriknya adalah (sinu, v, cosu) di mana:
u € (0,2m)
Karena 0 <y <2 —x maka 0 < u < 2 —sinu maka:
r, = (cosu,0,—sinu)

r, = (0,1,0)

ff F-dS=ff(sinu,v,5)-(ruxrv)dA
S D

2w 2-sinu
_[fF-dS=f f (sin?u + 5cosu)dvdu = 2w
S o Jo

Sehingga:
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Maka:

ffSF'dszILF'dS+ILF‘dS+ILF-dS=4n

1

2 3

ffsf(x’y'z)ds =fo(x,y'9(X))\/(gx)2 +(g,) +1d4

ffxz ds = f f x(4—2x —2y)\/(=2)2 + (=2)2 + 1dA
S D

[ feas

= 3][ (4x — 2x? — 2xy)dA
D

Karena 2x + 2y + z = 4 maka pada bidang xy kita dapati:

Batas x dari O sampai 2, dan batas y dari O sampai 2 — x

2 p2—x
jfxzd5=3f f (4x — 2x% — 2xy)dA = 4
S 0 70

1 1 13\/2
szdSzf J‘Z\/16zz+2dydx=7
s 0 Jo

Sehingga:

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 10 yang

terdapat di bagian modul ini.

Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,

gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 10.

Tingkat Penguasaan =

Jumlah Jawaban yang Benar

1 0,
Jumlah Soal * 100%

Arti tingkat penguasaan:
90 — 100% = baik sekali
90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup

<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat

meneruskan dengan Modul 11.

Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda

harus mengulangi Modul 10, terutama bagian yang belum dikuasai.
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QR Code Video Pembelajaran

QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 11

FLUKS TIGA DIMENSI

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan permasalahan
terkait fluks tiga dimensi.

Materi 11

Pada sesi sebelumnya, kita sudah belajar tentang integral permukaan untuk

menentukan luas area suatu permukaan [1] tiga dimensi dalam bentuk

S=ffRdS=ffR /1+fx2+fy2dA

Di mana f, adalah turunan parsial dari z terahadap x dan f,, adalah turunan

umum:

parsial dari z terhadap y [2], sedangkan dA4 adalah luas area pada bidang xy.
Perhatikan bahwa luas permukaan S dihitung pada suatu fungsi z di mana
z bukan sebuah medan vektor F [9]. Sebagai pengingat perhatikan integral

permukaan berikut.
Contoh 1:

Evaluasi

”Syds

Di mana S adalah permukaan z=x+y%,0<x<1,0<y <2 [14]?
Jawab:

Pertama, kita gambarkan permukaan dengan Octave (opsional), di mana

sintaksnya adalah:
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>> [x,y]=meshgrid(0:0.05:1,0:0.05:2);
>> z=x+y.N2;

>> surf(x,y,z)

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

Gambar 11. 1. Permukaan z = x + y*

Perhatikan Gambar 11.1, memperjelas permasalahan bahwa ketikax =0,y =
0 maka z = 0 dan ketika x = 1,y = 2 maka z =5. Namun kondisi ini belum

membantu kita sepenuhnya untuk menghitung S. Ingat bahwa:

ds = /1 + 2+ ffdA

Maka kita perlu menentukan f, dan f,, di mana:

_az_l

fx_ax_
_62_2

fy_ay_ y
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Sehingga:

ffsyd5=fLJ//1+fx2+fy2dA
ydS = y |1+ fZ+ ffdydx
s D

1,2
ffyd5=f fyw/1+12+(2y)2dydx
s 0 Jo
1,2
ijdSzj jy\/1+1+4y2dydx
s o Jo
1,2
ffyd5=f fyw/2+4y2dydx
s o Jo

12
jfydszx/zf fy\/1+2y2dydx
s 0 Jo

Integral dalam:

2
f yi 1+ 2y%dy

0
Misal: u = 1 + 2y? maka du = 4y dy, sehingga:

d—ld

Maka integral dalam menjadi:

2 2
1
fy\/1+2y2dy=f y\/ﬂ—4y du
0 0

2 1 2 1
f yw/1+2y2dy=1f u2 du
0 0

2

2 172 3
f yi/ 1+ 2y2dy = 2 [guf]
0 0

2 112 § 2
f YA/ 1+ 2y2dy = Z[g (1 + Zyz)z]
0 0
1

2
f wWi+2yldy = [ +2y2) 1+ 2y2]z
0
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1

fy\/1+2y dy—g 3—11]

2 26 13
f y\/1+2y2dy=z=?
0

Integral luar:

ffde—ﬂ—odx

jjyds—lg,;/_ 0]:13\/5.
S

3
Flux 3 Dimensi

Kita sudah melihat bagaimana integral permukaan tiga dimensi bekerja

=”Rds

yaitu:

dan juga integral garis yaitu:

fF-dr

Gabungan dari kedua prinsip dapat digunakan untuk menghitung integral
permukaan pada medan vektor F melalui atau di atas permukaan S (integral

flux), yaitu [9],]2],[5], [6]:

c1>F=fLF-ds=fLF-nds

Di mana:

@ = flux F melalui atau di atas permukaan S atau integral flux
F = medan vektor dimensi 3

dS = elemen luas area vektor S

n = vektor normal satuan dari permukaan §

dS = elemen luas permukaan §

Perhatikan bahwa dS = ndS di mana:
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ds = /1 + f2 + f2dA = |N|dA = |N|dxdy

Perhatikan juga bahwa n = N/|N| di mana N =(-f,,—f,,1) adalah vektor

normal yang nilainya sama dengan luas salah satu elemen permukaan §

(lihat kembali materi sesi 11), yaitu:
=|N|=uXxv

Jika S terbentuk dari fungsi vektor r(u,v) atau disebut S dalam bentuk

parametrik maka:
IN| = |r, X1y

Sehingga integral flux dapat ditulis sebagai berikut:

Ty XTy
(bF—ijdS—ijndS ff
@ fdes ffF ds ffF W Xy 1 |dA
= . = -n = « —— I’ r
f s S D LS o
c1>p=ffF-dS:ffF-ndS=ffF-(ruxr,,)dA
S S D

Dengan kata lain, integral permukaan (integral flux) dari medan vektor F di
atas permukaan S adalah integral permukaan dari komponen vektor normal

satuan n di atas permukaan S [10].
Catatan: flux dapat diartikan sebagai aliran medan di atas permukaan §
Untuk memahami integral flux, perhatikan contoh-contoh berikut.

Contoh 2:

Tentukan flux dari medan vektor F = (z,y,x) melalui bola satuan x? + y? +

7% =1.
Jawab:

Pertama, kita gambarkan permasalahan terlebih dahulu menggunakan

Octave diperoleh:
>> xlabel("x");
>> ylabel("y");

>> zlabel("z");
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Gambar 11. 2. Medan Vektor F, Bola Satuan dan Vektor Normal N
Sintaks:
>> [X,y,z]|=sphere;
>> [u,v,w]=surfnorm(x,y,z);
>> mesh(x,y,z)
>> hold on
>> quiver3(x,y,z,u,v,w)
>> [x,y,z]=meshgrid(-1:0.5:1);
>> M=z;
>> N=y;
>> 0=x;
>> quiver3(x,y,z,M,N,O)
>> axis equal
>> xlabel("x");

>> ylabel("y");
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>> zlabel("z");

Perhaitkan pada Gambar 2, flux F melalui bola satuan yang melalui elemen

luas vektor S dalam bentuk parametrik maka terdapat:
r=xi+yj+zk

Di mana r adalah persamaan parametrik kurva pada bola dan vektor x,y,z

dalam koordinat bola adalah:
X = psin¢gcosb
y =psin¢gsinf
Z=pcos¢
Karena jari-jari bola p = 1 maka:
x = sin ¢ cos @
y =singsin
zZ =cos¢
Sehingga r dalam koordinat bola adalah:
r =sin¢cosfi+singsinfj+cosgpk

Di mana:

Dan F menjadi:
F=cos¢i+singsinfj+singcosfk

Kemudian untuk menentukan vektor normal N kita gunakan cross product

yaitu:
i j k
ox dy 0z i j k
N=ry Xrg = % % % =|cos¢pcosf cos¢psind —sing
ox dy 0z —sin¢sinf sing cosf 0
a0 a6 a6
N =1y X rg = sin® ¢ cos @i + sin® ¢ sin 0 j + sinp cos p k
Maka:

F- (ry X Tg) = cos ¢ sin? ¢ cos 6 + sin® ¢ sin? 6 + sin? ¢ cos ¢ cos 6
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F - (ry X 1) = 25in? ¢ cos ¢ cos 6 + sin® ¢ sin? 6

Sehingga:

CDF=J-LF-dS=ffDF-(r¢xr9)dA

2 T
Of = f f (2 sin? ¢ cos ¢ cos 8 + sin3 ¢ sin? H)d¢p dO
o Jo
Integral dalam:

T
f (2 sin? ¢ cos ¢ cos O + sin® ¢ sin? 8)d¢p
0
Y T
= ZCOSQJ cos ¢ sin? ¢ d¢ +sin29f sin3 ¢ d¢
0 0

s s
= 2C059f cos ¢ sin® p d¢ + sinzef (1 —cos?¢)sing dep
0 0
Untuk:
A
2 cos 6 j cos ¢ sin? ¢ dop
0

Misal v = sin ¢ maka dv/d¢ = cos ¢.

dep =

cos ¢

Sehingga:

T

T
1
2 cosf in? ¢ d¢p = 2 ef 2
cos focosgbsm ¢ do cos . cosp v o5

T

s
2cos@f cos¢sin2¢d¢=2c059f vidv
0 0
T 1 s
2c059f cos ¢ sin® ¢ d¢p = 2cos B [§v3]
0 0

T 1
2 cos Qf cos ¢ sin® ¢ d¢p = 2cos @ [gsin3 qb]
0

s
2COS@f cospsin®pdep =0
0

dv
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Untuk:
s
sin? 6 f (1 — cos? ¢) sin¢p dop
0
Misal u = cos ¢ maka du/d¢ = —sin¢.

1
d¢——sin¢du

Sehingga:

sin®0 fﬂSiHS ¢ dp =sin*@ fn(l —u?)sin¢g (_ : ) du
0 0 sinqb

Vi Y

sin® Bf sin® ¢ d¢p = sin? Gf (u? — 1)du
0 0

T

T 1
sin’ 6 f sin® ¢ d¢ = sin? @ [—u3 — u]
0 3 0

sin? 6 fnsin3 ¢ dp = sin? 6 E cos3 ¢ — cos ¢]:
0
sin? 9 f:sirﬁ ¢ d¢p = sin? 0 [(—% - (—1)) - (% - 1)]
sin? 0 jﬂsin3 ¢ d¢p = sin? 6 [(—% + 1) — (% - 1)]
0

T 2 2 4
sin? efo sin® ¢ d¢ = sin? 6 [(§> - (—5)] = §sir12 0
Maka integral dalam:
T 4
j (2 sin? ¢ cos ¢ cos 8 + sin® ¢ sin? B)d¢p = 3 sin? 9
0
Integral luar:

2114 4 271'1
d =f —sin29d9=—f —(1 —cos26)dé
), 3 3), 2

27'[4 2 27T
& = f §sin2 0do == (1-cos26)do
0

3Jo

v = [ Ssintoas=2[o-Lanze]
= —Sin == — = SIin
7 ) 3 317 2 0
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® _f2”4 n26.do = = (2m) = T
P 7 5in =30@m =~

Jadi, flux medan vektor F melalui permukaan bola satuan adalah 4n/3.
Contoh 3:

Tentukan flux medan vektor F = xi+ yj+ 3k yang keluar dari daerah T
dibatasi oleh paraboloid z = x? + y? dan bidang z = 4 [6].

Jawab:

Pertama, gambarkan permasalahan dengan Octave, diperoleh:

jOO

A
/; ////
v
/

flm
7

/"
/o
ey

/
/
%

J;

7 X
4 A ///
/

/ //
oy

j[I\.J

/

/// /!

7
7

1,7
(4
//////
g

Gambar 11. 3. Medan Vektor F dan Permukaan z
Sintaks Octave:
>> [x,y|=meshgrid(-2:0.2:2,-2:0.2:2);
>> z=xX.N2+y.N2;
>> [u,v,w]=surfnorm(x,y,z);
>> mesh(x,y,z)

>> hold on
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>> quiver3(x,y,z,u,v,w)

>> z=4-0.*x-0.*y;

>> surf(x,y,2)

>> [u,v,w]=surfnorm(x,y,z);
>> quiver3(x,y,z,u,v,w)

>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel('z");

>> [x,y,z]=meshgrid(-4:4,-4:4,0:8);
>> M=x;

>> N=y;

>> 0=3;

>> quiver3(x,y,z,M,N,O)

Perhatikan Gambar 3, jika kita perbesar terdapat 2 flux seperti pada gambar

di bawah ini:

A} "r_:"
N a;}
N\
1
\ | e
: 1\| T

Gambar 11. 4. . Permukaan S , S, , Vektor Normal Satuan ny dan n,
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Gambar 11.4 menunjukkan terdapat dua flux, pertama pada permukaan S;
berupa lingkaran x2+ y? = 4, kedua pada permukaan S, di mana pada
permukaan S; terdapat vektor normal satuan n; = k. Pada S, terdapat n, =
—n dimana vektor normal satuan n mengarah ke dalam dan —n mengarah

keluar.

Sehingga flux medan vektor F yang melintasi §; adalah:

qDF:ff F-n;dS
S1

Karena F = (x,y,3) dan n; = (0,01) maka:
F : nl = 3

Sehingga:

¢F=fj 3dS
S1

Karena S; adalah disk dengan jari-jari 2, maka flux yang melintasi §; adalah

ch:_ff 3dS =12xw
S1

Selanjutnya, kita menghitung flux yang melintasi S, dengan menentukan

vektor normal N pada paraboloid z. Ingat bahwa:
N =(=fo—=F1)
Karena z = x? + y? maka:
N = (—2x,—2y,1)
Karena vektor normal satuan n adalah:

N

n=—
IN|

Dan elemen luas permukaan S adalah:
dS = |N|dxdy

Sehingga flux medan vektor F yang melintasi S; adalah:

CDF:_[_[ F-n,dS
S1
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—ffF-ndS
S1
F- N|dxd
” |N|' I dedy
—ffF-Ndxdy
D

_ffD(x,y,3).(—2x,—2y,1) dxdy

— f j (—2x2 — 2y?% + 3)dxdy
D

Karena permasalahan melibatkan lingkaran, kita akan menggunakan
koordinat polar untuk menyelesaikannya di mana disk memiliki jari-jari 2

dan dxdy = rdrdf. Sehingga diperoleh:

¢F=ILF-n2dS=—ffD—(Z(x2+y2)—3)dxdy

2w 2
Dy =ff F-n,dS =f f (2r? —3)rdrdé
S1 o Jo

Integral dalam:

2

f(Zr —3r)rdr—[2r ——r ]0=2

Integral luar:
2n
CDF=ff F-n2d5=f 2d0 = 2(2m) = 4n
S 0

Maka flux total medan vektor F = xi+ yj + 3k yang keluar dari daerah R
dibatasi oleh paraboloid z = x? + y? dan bidang z = 4 adalah 127 + 4w = 167.

Latihan 11

1. Tentukan flux medan vektor F = yi + xj + zk yang keluar dari daerah T
dibatasi oleh paraboloid z = 1 — x? — y? dan bidang z = 0.
2. Tentukan flux medan vektor F = xyi + yzj + zxk yang keluar dari daerah

T dibatasi oleh paraboloid z =4 — x? —y? dan persegi 0 <x < 1,0<y < 1.
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Jawaban 11

1.

Langkah 1: Memahami masalah
Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan z = f(x, y)

di atas daerah R pada bidang xy dengan orientasi ke atas adalah:

CDF=ILF'ndS=fLF.(—fx,—fy,1)dxdy

Dari soal diketahui terdapat dua permukaan yaitu §; dan S,, serta
diketahui F = (y,x,z), z=1—x%2 —y?,dan z = 0.
Dari z kita peroleh:
N = (—(=2x), —(-2y),1) = (2x,2y,1)
Langkah 2: Menentukan rencana

Maka flux medan vektor F yang melalui permukaan S;:

dDF:fLF-ndS=fLF.(—fx,—fy,1)dxdy

p = f f (3, %,2).{~(~22), —(—2y),1) dx dy
D
dp = ff(ny+ 2xy + z)dx dy
D

CDF=ff(4xy+z)dxdy
D
Karena z = 1 — x? — y? maka:
d>p=ff(4xy+1—x2—y2)dxdy
D

Karena permasalahan mengandung lingkaran x? + y? = 1 yang diperoleh
dari:
z=2z
0=1-—x2-y?
Dan x =rcosf, y=rsinf serta dxdy =rdrdf, maka kita gunakan

koordinat polar untuk menyelesaikannya. Sehingga:

CDF=ff(4r2cosesin9+1—r2)rdrd9
D
21 1
CDF=f f(4r3c056?sin9+r—r3)drd9
o Jo

Langkah 3: Melaksanakan rencana

Integral dalam:
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1
f(4r3cosesin9+r—r3)dr— T c05951n9+ 57 ——r]
0

1
1
f (473 cosOsin@ +r —r3) dr = cosfsinf +Z
0

Integral luar:

2T
dDF:f (c05951n9+ )dG
0

2T 2T 1
dDF:f cos@sin9d9+f —do
0 o 4
Misal u = sin 8 maka du = cos 0 df atau :

1
cos 6

Maka:

2T 1 1
Dp = Ou ——du+=
F J;) cosvu cos 0 u 27'[

2T 1
CI>F=f udu+-m
0 2

P —[1 2]2n+1
F= %], T2°

1 1
& = [Esin2 9]0 +E7T

P —0+1
F= o

Jadi, flux medan vektor F yang melalui permukaan §; adalah n/2.

Selanjutnya, permukaan S, berorientasi ke bawah, sehingga vektor
normal satuannya adalah n = —k. Sehingga flux medan vektor F yang

melalui permukaan S, adalah:
[OREES jf F-ndS = jf(y,x,z).(0,0,—l)dxdy
S, D

CDF:_[f—zdxdy

D

¢F=ff0dxdy=0
D

Karena z = 0 maka:
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Langkah 4: Menguji jawaban

Maka flux medan vektor F =yi+ xj+zk yang keluar dari daerah T
dibatasi oleh paraboloid z = 1 — x? — y? dan bidang z = 0 adalah m/2.
Langkah 1: Memahami masalah

Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan z = f(x, y)

di atas daerah R pada bidang xy dengan orientasi ke atas adalah:

CDF=ILF'ndS=fLF.(—fx,—fy,1)dxdy

Dari soal diketahui F = (xy,yz,zx), z=4—x%—y?, dan persegi 0 <x <
,0<y<1.
Dari z kita peroleh:

N = (—2x,—2y,1)

Langkah 2: Menentukan rencana

Maka flux medan vektor F yang melalui permukaan S;:

dDF:fLF-ndS=fLF.(—fx,—fy,1)dxdy

Py = f f (09,2, 20). (~(=2%), —(=2y), 1) dx dy
D

O =ff(2x2y+2yzz+zx) dx dy
D

Karena 0 <x <1,0 <y <1 maka:

1 1
bf = f f (2x%y + 2y?z + zx)dx dy
0 0

Karena z = 4 — x? — y? maka:
1 1
Op = f f (2x%y 4+ 2y2(4 —x* —y*) + (4 — x*> —y?)x)dx dy
o Jo
1 01
Op = f f (2x%y + 8y? — 2y%x? — 2y* + 4x — x3 — xy?)dx dy
o Jo

Langkah 3: Melaksanakan Rencana

Integral dalam:

1
f (2x%y + 8y? — 2y2x? — 2y* + 4x — x3 — xy?)dx
0
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= [Ex?’y + 8xy? — 2xy* + 2x% — lx4 - lxzy2 1
3 2% 72 .

2 7 1
=y +8y2 -2yt +——=y2
3V H8y =2yt + ooy

Integral luar:

1
dDF:f (zy+8y2—2y4+z—1y2)dy
. \3 42

1 8 2 7 1 .1t

— |=.,2 3 " A5 [

q)F_[sy TV ey YTy ]0
o _1+8 2+7 1 _60+480—-72+315-30 713
F7™373 54 6 180 " 180

Langkah 4: Menguji jawaban

Maka flux medan vektor F = xyi + yzj + zxk yang keluar dari daerah T
dibatasi oleh paraboloid z =4 —x? —y? dan persegi 0<x<1,0<y<1
adalah 713/180.

Rangkuman 11

Terdapat empat macam integral flux atau flux medan vektor F melalui

permukaan S [10] yaitu:

1.

Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan z = f(x,y)

di atas daerah R pada bidang xy dengan orientasi ke atas adalah:

CDF=ffRF-ndS=fLF.(—fx,—fy,1)dxdy

Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan S
berbentuk silinder dengan jari-jari R dan berorientasi keluar dari sumbu

z adalah:
D =ffF-ndS = ffF(R,B,z).(cos@,sin@)Rdzd@
T T

Di mana T adalah daerah pada bidang 6z yang berelasi dengan S.
Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan §

berbentuk bola dengan jari-jari R dan berorientasi menjauh dari titik

T

pusat adalah:
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O = ffF(R,Q,(I)).(simp cos @,sin ¢ sin @, cos ¢p) R? sin ¢ d¢p dO
T

Di mana T adalah daerah 6¢ yang berelasi dengan S.
Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan S
berbentuk parametrik di mana r = r(u, v) merupakan vektor pada daerah

R adalah:

dDF=ffF-ndS=ffF(r(u,v)).(ruxrv)dudv
R R

Tes Formatif 11

1.

FLuks medan vektor F = (—x,—y,z3) melalui S di mana S merupakan

bagian dari kerucut z = \/m antara z = 1 dan z = 3 dengan orientasi
ke atas adalah ...

117m/225

11721/15

71 /25

—11727/15

—11771/225

@ o owe

FLuks medan vektor F = (x, —z,y) melalui § di mana S merupakan bagian
dari bola x% + y? + z%2 = 4 di oktan pertama dengan orientasi ke luar dari
titik pusat adalah ...

8m/3

10m/3

13w/3

16m/3

197/3

@ o owe

FLuks medan vektor F = (xz,x,y) melalui S di mana S merupakan

hemisphere x? + y?+ z2 =25, y > 0 dengan orientasi searah sumbu y

positif adalah ...
A, 2

B. 1

C. 0O

D. -1

E. -2
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4. FLuks medan vektor F = (xy, 4x?,yz) melalui permukaan S z=xe” , 0 <
x < 1,0 <y <1 dengan orientasi ke atas adalah ...
A. 1+e
B. 1
C. e
D. O
E. 1-e
5. FLuks medan vektor F = (x,2y,3z) melalui permukaan S pada kubus
dengan titik-titik(+1,4+1,+1) adalah ...
A. 54
B. 48
C. 36
D. 24
E. 20

Jawaban Tes Formatif 11

1. D
Jika F = (P,Q,R) dan S dalam bentuk z = g(x,y) maka:

o= 5= () -o(2) e

Karena F = (—x,—y, z3) dan S dalam bentuk z = g(x,y) = /x? + y? maka:
¢F=ffF-dS=ff\/x2+y2+z3dA
s D
qu=ffF-dS=ff(x2+y2+1)w/x2+y2dA
s D

Perhatikan {(r,0) € D|1 <r < 3,0 < 6 < 2r}, maka:

3 2T 3 2T 17127.[
bp = f j (2 + DJr2rdo dr = j (r+r?)dodr = —
170 170

Karena permukaan S mengarah ke bawah maka ¢ = —1712r/15.
2. A
¢F=ffF-dS=ffF-(ruxrv)dA
s D
2T T
oy =f _[ sinu (1 — cos?u + cos® u)du dv
o Jo

-1
¢ =21 (f (1—t%+ t3)(—dt)>
1
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1
b = 2nf (1 -2 + £3)(dt) =8?”
-1

ng=ffF-dS=ffF'ndS=ffF-(ruxrv)dA
s s D

Karena F = (xz,x,y) dan r(6,¢) =5sin¢pcosfi+ 5singsinfj+5cospk,
maka:
rg = —5sin¢sinfi+ 5sing cosb j
ry =5cos¢pcosfi+5cosgpsindj—5sing k

Karena sin6 > 0 maka ry X ry berarah negatif searah sumbu y.

Sehingga:
dS = —(rg Xry)dA
Maka:
OF = j fF -dS=0
s
4. E

1 1
¢F=ffF-dS=f f (xye¥ — 4x3e¥ + xye¥)dydx =1—e
S 0 J0

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 11 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 11.

Tinekat P _Jumlah Jawaban yang Benar % 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:
90 - 100% = baik sekali
90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup

<100% = kurang
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Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 12. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda

harus mengulangi Modul 11, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 12

TEOREMA DIVERGEN

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan permasalahan
terkait teorema divergen.

Materi 12

Pada sesi sebelumnya, kita sudah belajar tentang flux tiga dimensi untuk
menghitung integral permukaan pada medan vektor F melalui atau di atas

permukaan S (integral flux), yaitu [9],[2],[5],[6]:

o= [ [ras = | [onas

Di mana flux dapat diartikan sebagai aliran medan vektor di atas permukaan

S.

Sekarang, bayangkan flux medan vektor mengalir di atas permukaan
tertutup S yang mengelilingi suatu titik dan terdapat ukuran aliran yang
keluar per satuan volume di titik tersebut yang dinamakan divergen atau

kerapatan flux [10].
Definisi Divergen Medan Vektor

Divergen adalah istilah untuk ukuran aliran keluar per satuan volume dari
medan vektor pada suatu titik, diperoleh dari menghitung fluks yang keluar
dari bola kecil yang berpusat pada titik tersebut, dibagi dengan volume yang
dikelilingi bola, lalu ambil batas rasio fluks pada volume ini saat bola

berkontraksi di sekitar titik [10].
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Karena divergen medan vektor F merupakan ukuran aliran yang keluar per
satuan volume medan vektor pada satu titik maka divergen F disebut sebagai

fungsi skalar [0].
Notasi Divergen Medan Vektor
Divergen dari medan vektor F dinotasikan dengan:
div F
yang merupakan kependekan dari divergen medan vektor F [6].

Rumus Divergen Medan Vektor

divF=V-F
di v=Li+2j+2k=(Z,2Z 2 adalah tor t ktor [6
i mana V=_ti+ooj+ o k= (3, 5,7) adalah operator turunan vektor (6]

atau operator gradien [2], [5]. Simbol operator V kadang-kadang disebut
nabla atau del [9] dalam bentuk sistem koordinat Kartesius dalam bentuk
vektor satuan standar [10], dan ketika V diterapkan pada fungsi skalar f

menghasilkan gradien medan vektor Vf [6].
Sementara, kita tahu bahwa F adalah medan vektor 3 dimensi di mana:
F=Pi+ Qj+ Rk=(P,Q,R)

Maka rumus divergen dari medan vektor dapat ditulikan:

divF =V F—(a g a) (P,0,R)
v - - aX’ay’aZ IQ!

Definisi Formal Divergen Medan Vektor

Misalkan F = Pi + Qj + Rk = (P, Q, R) adalah medan vektor yang komponennya
dapat diturunkan pada daerah D atau turunan komponennya eksis, maka
divergen dari F adalah fungsi skalar yang didefinisikan sebagai [6], [2], [5],
91, [7]:

divF =V F_6P+8Q+(')R
vE= ox 9y 0z

Untuk memahami divergen dari suatu medan vektor, perhatikan contoh-

contoh berikut.
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Contoh 1:

Tentukan divergen dari medan vektor F = (x2,xy, zy) [7].

Jawab:
Karena:
dive=v.F=224 22 0%
dx 0dy 0z
dan
P=x%Q=xy; R=zy
oP_,. 00 OR_
ox dy 0z
Maka
divF=2x+x+y=3x+y
Contoh 2:

Tentukan divergen dari medan vektor F = (x + y,x%yz,yz) [9].

Jawab:
Karena:
divF=V-F=a—P+a—Q+a—R
dx Jy 0z
dan
P=x+y;Q =x%yz; R=yz
a—P=1; a—szzz; C’)—R=y
0x dy 0z
Maka
divF=1+x%z+y
Contoh 3:

Tentukan divergen dari medan vektor F = xzi + xyzj — y2k [2].
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Jawab:
Karena:
diVF=V-F=a—P+6—Q+a—R
dx 0y 0z
dan
P =xz;Q = xyz; R=—y?
opP 0Q OR
il E =Xz o=
Maka
divF=z+xz
Contoh 4:

Tentukan divergen dari medan vektor F = xe”i+ zsinyj+ xylnzk [6].

Jawab:
Karena:
divF=v.F=20 20 08
dx Jy 0z
dan
P =xeY;Q =zsiny; R=xylnz
dapP 2Q JdR xy
a=e3’; @=zcosy; il
Maka

: xy
divF = ey+zcosy+7

Teorema Divergen

Teorema Divergensi adalah analog multivariabel dari Teorema Fundamental
Kalkulus ke 8 [14]; dapat dikatakan bahwa integral kerapatan fluks di atas
daerah padat/solid sama dengan integral fluks yang melewati batas daerah

tersebut [10]. Secara notasi dapat dituliskan:

[ favear=] oo
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Teorema divergen kadang disebut sebagai teorema Gauss [12] atau teorema
Gauss-Ostrogradsky [11], [6].

Teorema divergen adalah untuk integral permukaan, sedangkan teorema
Green adalah untuk integral garis. Ini memungkinkan kita mengubah
integral permukaan di atas permukaan tertutup menjadi integral rangkap

tiga di atas wilayah tertutup, atau sebaliknya [6].
Teorema Divergen Formal

Jika E adalah daerah solid yang dibatasi oleh permukaan tertutup halus S
di mana S = 0F berorientasi keluar [11], dan jika F adalah medan vektor yang
fungsi komponennya memiliki turunan parsial kontinu pada daerah solid

yang mengandung E dan S, maka [2], [6], [14], [10]:

[ [pas=[[ [awrar

Jadi, teorema divergen menyatakan bahwa, dalam kondisi tertentu, fluks F
yang melintasi batas permukaan adalah sama dengan integral rangkap tiga
dari divergensi F di atas E [2]. Dengan kata lain, teorema divergen
menyatakan bahwa fluks yang keluar dari medan vektor melintasi
permukaan tertutup S diberikan oleh integral rangkap tiga dari divergen
medan vektor di atas daerah solid E yang dibatasi oleh S. Situasi ini
memberikan alat teknis yang mudah digunakan untuk mengevaluasi fluks

suatu medan vektor yang melintasi permukaan tertutup [11].

Untuk pembuktian teorema divergen, diserahkan pada Anda.
Selanjutnya untuk menguji teorema divergen, perhatikan contoh berikut:
Contoh 5:

Verifikasi teorema divergen jika F = xi + yj + zk dan S adalah permukaan bola

dengan p = a.

Jawab:

[ [peas=[[ [awear
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Dari ruas kiri:

q>F=fLF.ds=ffSF-nds

Karena bola dengan jari-jari a adalah:

x2+y?+z2=a?

Maka:
N (x,y,2) 1( )
n=—-=—+————=—(x,),2
INl  /x2+y2+22 a Y
Sehingga:
1
F-n=(xy,2z) -E(x,y,z) =a
F-nzl(x2+y2+zz) =l(a2) =a
a a
Akibatnya:
q)F = a-[f as
s
Karena:
f f dS adalah luas permukaan bola = 4ma?
s
Maka:

&p = a(4ma?) = 4mad

Dari ruas kanan:

[ [ [arar

Karena:

divF=v.F=22¢ R
B PRI L )

dan

P=x;0=y; R=z
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doP aQ OR
==L 0==1 —>=1
ax ay aZ
Maka
divF=1+1+1=3
Sehingga:
fffdideVzBffde
E E
Karena:
4
f f f dV adalah volume bola = §na3
E
Maka:

fjLdideVzijLdV:3(§na3>:4na3

Dengan demikian integral pada kedua ruas bernilai sama 0.
Contoh 6:

Gunakan teorema divergen untuk menentukan fluks dari F = zi + yj + xk

yang melintasi permukaan bola satuan S [2].

Jawab:
CDF=ffF-dS=fffdideV
s E
Karena:
divF=V F_6P+6Q+6R
VY T Ty T oz
dan
P=z0Q=y; R=x
oP 1510 OR
— =0 —=1;, — =0
Ox dy 0z
Maka

divF=1
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Sehingga:

op= [ [roas= [ [ [1av =

Contoh 7:
Gunakan teorema divergen untuk menentukan fluks dari:
F=(x+cosy)i+ (y+sinz)j+ (z+e*)k

yang melintasi permukaan S dari daerah solid E yang dibatasi bidang z =

0,y = 0,y = 2 dan paraboloid z = 1 — x? [6].

Jawab:
ch:ij-dsszfdideV
s E
Karena:
dive=v.F=20 1 9¢, 9"
vE= ox 0y 0z
dan
P=x+cosy;Q=y+sinz; R=z+e”*
oP 00 oR
— =1 —=1, —=1
dx dy 0z
Maka
divF =3
Sehingga:

oo [ [roas= [ [ [awear= [ [ [2ar= [ [ [sasaran

Pada langkah ini kita memerlukan batas-batas dari x,y, z.
Dari soal diketahui:

Batas z dari O sampai 1 — x2.

Batas y dari O sampai 2.

Sementara batas x diperoleh dari z = 1 — x? dengan mensetting y = 0 dan z =

0, diperoleh:
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0=1-—x2
x%=1
x=+1

Maka batas x mulai dari —1 sampai 1.

Sehingga:

1 2 p1-x?
dJF:ffF-dS:f f f 3dzdydx
S -1J0 Jo

Integral dalam:

1-x2 i
f 3dz = [32]5-%* = 3(1 — x2) = 3 — 3x?
0

Integral tengah:
2
f (3 -3x%)dy = 3 —3x?)[y]3 = 2(3 — 3x2) = 6 — 6x°
0
Integral luar:
1
bf = f (6 — 6x2)dx = [6x — 2x3]%,
-1

Pp=(6—2)—(—6+2)

Pp=4+4=8

Latihan 12
1. Gunakan teorema divergen untuk menentukan fluks dari:
F=(x?+y?+z?)(xi+yj + zk)

yang melintasi permukaan S dari daerah solid E yang dibatasi bidang z =

0,z = 3 dan silinder x? + y% = 4.
2. Gunakan teorema divergen untuk menentukan fluks dari:
F=(x2+y)i+ (2 +29)j+ (x? +2z2)k
yang melalui kubus satuan.

3. Buktikan teorema divergen.
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Jawaban 12

1.

Langkah 1: Memahami masalah
Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui permukaan S dari
daerah solid E yang dibatasi bidang z = 0,z = 3 dan silinder x? + y2 = 4

menggunakan teorema divergen adalah:
anszF-ds:fffdideV
S E

divF =V F_6P+6Q+6R
= “ox 9y 0z

Di mana:

Dari soal diketahui:
P=(x*+y?+2z)x =x3+xy? + xz°
Q=0(x2+y2+2z0)y=x%y+y3+yz?
R=((x*+vy?+2z%)z=x%2+y?z+ 23
Langkah 2: Menentukan rencana

Maka turunan parsial dari P, @, R adalah:

dP
— =3x% +y? + 22

dx

4]

% =x2 + 3y? + 72

OR

2 2 2

P x“+y°“+3z
Sehungga:

divF = 5(x% + y? + z?)

Maka:

CI)F=ffF'dS=jij(x2+y2+zz)dV
s E

Kita akan gunakan koordinat bolat untuk mengevaluasi integral di atas.
Di mana:
0<z<3

0<sr<?2
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0<6<2rm
X% + % =12
Langkah 3: Melaksanakan rencana

Maka:

2m (2 (3
dDF:ffF'dS:f f f 5(r? + z*)rdzdrdf
s o Jo Jo

Integral dalam:

3 1 3
f 5r?2+z)rdz=>5 [r3z + §rz3] = 15r3 + 457
0 0

Integral tengah:

2 15 45 17
f (1573 + 457)dr = [—r4 +—r2] = 60 + 90 = 150
0 4 2 Jo

Integral luar:
21
Pp = ffF -dS = f 150 d6 = [1500]%™ = 300m
s 0

Langkah 4: Menguji jawaban

Maka flux medan vektor F = (x? + y% + z2)(xi + yj + zK) yang melintasi
permukaan S dari daerah solid E yang dibatasi bidang z =0,z =3 dan
silinder x% + y? = 4 adalah 300m.

Langkah 1: Memahami masalah

Integral flux atau flux medan vektor F yang melalui kubus satuan

menggunakan teorema divergen adalah:

oo [ras[ [ [awrar

Di mana:
_ dP dQ OR
divF=V-F=—+—+—
dx 0dy 0z
Dari soal diketahui:
P =x?+y?
Q=y*+z7*
R =x%+z?
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Langkah 2: Menentukan rencana

Maka turunan parsial dari P, @, R adalah:

oP )

ax X

90

<=2

dy y

oR 5

0z z
Sehungga:

divF=2(x+y+2)

Maka:

¢F=ij-dS=fff2(x+y+z)dV
s E

Kita akan gunakan koordinat persegi panjang untuk mengevaluasi
integral di atas.

Di mana:

0<x<1

0<y<1

0<z<1
Langkah 3: Melaksanakan rencana

Maka:

1,01 01
CDF=ffF-dS=f f f2(x+y+z)dxdydz
s o Jo Jo

Integral dalam:

1 1 1
JZ(x+y+z)dx=2[Ex2+xy+xz] =1+2y+2z
0 0
Integral tengah:

1

1 2
f(1+2y+22)dy=[y+§y2+2yz] =14+1+2z=2+2z
0 0
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Integral luar:

1 2
(DF:ffF-dS:f(2+22)dz=[22+—22] =2+1=3
s 0 2 o

Langkah 4: Menguji jawaban
Maka flux medan vektor F= (x%?+y?)i+ (v?+2%9)j+ (x?+2z2)k yang

melintasi kubus satuan adalah 3.

Bukti:
ffF-dS=fffdideV
S E

Dari ruas kanan:

Misal F = Pi + Qj + Rk maka:

Sehingga:

fdeideV:fj EZ—’;dH” E‘;—gdw” Ez—fdv

Dari ruas kiri:

Jika n adalah vektor normal satuan yang mengarah keluar dari S maka:

ILF'dS=_f_LF'ndS=f_L(Pi+Qi+Rk)'nds
JLF.dS=fLPi-nd5+ffst.ndS_l_fstk.ndS

Akan dibuktikan bahwa:

[ frionas=[ [ [ L av
[ fornas=[ [ [Lav
[ [cnas =] [ [ 2

Bukti untuk:

365



TEOREMA DIVERGEN

fLkadS:fng—idV

Dari ruas kiri:

Misalkan E adalah benda solid di mana E = {(x,y,2)|(x,y) € D,u;(x,y) <

z < u,(x,y)} merupakan proyeksi pada bidang xy.

Pada kasus ini, E terletak antara dua fungsi kontinu dari x dan y.
Perhatikan bahwa batas atas benda solid E adalah permukaan z =

u,(x,y) dan batas bawahnya adalah z = u,(x,y).

Sehingga dapat dituliskan:

[[5e-]]

Dengan menggunakan Teorema Fundamental Kalkulus diperoleh:

fuaR dz|dA
e (x,y,xz)dz

[ ][5 @ =] [ RGyuaey) = RG s ylaa

Dari ruas kanan:

Misalkan batas permukaan S terdiri dari 3 bagian yaitu S; sebagai
batas bawah, S, sebagai batas atas, dan S; sebagai batas vertikal.
Khusus S3, pada kasus bola mungkin saja tidak ada. Misalkan S; ada
maka definisi dot product dari dua vektor tegak lurus maka k-n =10

karena k vertikal sementara n horisontal.

Sehingga:

fka-ndS=0
s

3

Akibatnya:

ijk-ndS=jjRk-ndS+ijk-ndS
S S1 Sy

Pada permukaan S, persamaannya adalah z = u,(x,y) di mana (x,y) € D

dan vektor normal satuan n pada S, mengarah ke atas.

Maka:

jLRk.ndS=ijR(x,y,uz(x,y))dA

2
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Pada permukaan §; persamaannya adalah z = u;(x,y) di mana (x,y) € D
dan vektor normal satuan n pada S; mengarah ke atas. Tetapi pada S,
vektor normal satuan n yang diperlukan adalah yang mengarah ke

bawah, sehingga kita ambil —n.

Akibatnya:

fLRk.ndS=—fLR(x,y,ul(x’y))dA

1

Dengan demikian:

fLRk-ndS=ILR(x,y,uz(x,y))dA—ffDR(x,y’ul(x’y))dA

Jadi,

Untuk:

[ [rionas=[ [ [ L a
[ foienas=[ [ [ 2 ar

Serupa cara pembuktiannya.

Rangkuman 12

1.

Misalkan F=Pi+Qj+Rk=(P,Q,R) adalah medan vektor yang
komponennya dapat diturunkan pada daerah D atau turunan
komponennya eksis, maka divergen dari F adalah fungsi skalar yang

didefinisikan sebagai:

divF =V F_6P+6Q+6R
vE= “ox 9y 0z

Jika E adalah daerah solid yang dibatasi oleh permukaan tertutup halus
S dimana § = 0E berorientasi keluar [11], dan jika F adalah medan vektor
yang fungsi komponennya memiliki turunan parsial kontinu pada

daerah solid yang mengandung E dan S, maka:
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fLF-dS:fdeideV

Tes Formatif 12

1.

Jika F = (xye? xy%z3,—ye?) dan permukaan S yang dibatasi bidang

koordinat, x = 3,y = 2, dan z =1, maka dengan teorema Divergen nilai

fLF-dS

dari:

adalah ...
1/2
3/2
5/2
7/2
9/2

moowe

Jika F = (3xy?,xe?,z3) dan permukaan S dari benda solid yang dibatasi

silinder, y2+2z2 =1 dan x = —1,x = 2, maka dengan teorema Divergen

[ f-as

nilai dari:

adalah ...
A. 11n/2

B. 9m/2

C. 7n/2

D. 5r/2

E. 3mn/2

Jika F = (x3 + y3,y3 + 23,23 + x3) dan permukaan S adalah bola dengan

pusat di titik O dan jari-jari 2, maka dengan teorema Divergen nilai dari:

[ fr-as

adalah ...
A. 384m/5
B. 3047/5
C. 224nm/5
D. 144rn/5
E. 64n/5
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4. Jika F = (cosz + xy?,xe~?,siny + x?z) dan permukaan S dari benda solid

dibatasi paraboloid z = x? + y? dan z = 4, maka dengan teorema Divergen

fLF-dS

nilai dari:

adalah ...
47 /3
8m/3
16m/3
32m/3
641/3

@ o owe

5. Jika F = (x* —x322,4xy?z) dan permukaan S dari benda solid dibatasi

silinder x? + y2 =1 dan z = x + 2, z = 0, maka dengan teorema Divergen

nilai dari:
[ [5as
s
adalah ...
A. o6n/3
B. 4n/3
C. 2n/3
D. —-2rn/3
E. —4n/3

Jawaban Tes Formatif 12

E

a kb=

B
A
D
C

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 12 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 12.
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Tingkat P _Jumlah Jawaban yang Benar « 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:

90 - 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 13. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda

harus mengulangi Modul 12, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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INTEGRAL GARIS DI DIMENSI TIGA

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan permasalahan

terkait integral garis di tiga

dimensi.

Materi 13

Pada sesi sebelumnya, kita sudah belajar tentang integral garis dengan

pendekatan usaha yaitu:
Usaha = |F| cos 6 |Ar| = F - Ar

Di mana jika rumus di atas diterapkan pada kurva akan menghasilkan
usaha total yang ditentukan dengan 'menjumlahkan’' potongan yang sangat

kecil [14], [10], [6], [11], [5]. Kita menyebutnya sebagai integral garis dan

fF-dr
c

Di mana F adalah gaya atau medan vektor dan r(t) adalah persamaan

dilambangkan dengan:

parametrik vektor pada kurva C.

Cara lain untuk memahami integral garis adalah menggunakan pendekatan
kerapatan atau massa jenis (density) kawat dengan panjang tertentu yang
direpresentasikan dengan sebuah kurva C pada bidang (2 dimensi) atau

ruang (3 dimensi) [1], [7], [2], [6], [11], [S] seperti gambar berikut:

371



INTEGRAL GARIS DI DIMENSI TIGA

Gambar 13. 1. Partisi Kurva € pada Dimensi 3

Gambar 13.1 menunjukkan sebuah kawat yang direpresentasikan oleh
kurva C yang dipartisi sebanyak n bagian oleh titik-titik Py, Py, -+, B,. Misalnya
massa jenis kawat per satuan panjang pada titik (x,y,z) didefinisikan oleh

f(x,y,z), maka massa jenis kawat total adalah [1], [7]:

n
Massa jenis kawat =~ Z f(xi, v, z)As;
i=1
Di mana f(x;y;,2;) adalah massa jenis kawat pada titik (x;,y;,z;) dan As;
adalah panjang partisi kurva. Jika |A| dibuat sampai mendekati O, dan ambil
jumlah limit dari massa jenis kawat total maka dapat digunakan jumlah
Riemann [2] sehingga menghasilkan massa jenis kawat total atau disebut

integral garis.

Jika kawat digambarkan pada 2 dimensi seperti pada gambar berikut:

VA p Pz, yic)
i—1 !

Gambar 13. 2. Partisi Kurva C pada Dimensi 2
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Maka:

Massa jenis kawat ~ Z f (i *,y; ©)As;
i=1
Jika |A| dibuat sampai mendekati O, dan ambil jumlah limit dari massa jenis
kawat total maka dapat digunakan jumlah Riemann [2] sehingga

menghasilkan massa jenis kawat total atau disebut integral garis, yaitu:

n
[ £y = Jim > £xi i s

Jika limit eksis.

Dari Gambar 2, kita tahu bahwa panjang s(t) suatu kurva C antara r(a) dan

b adalah:

+(2)
ds = f 7t dt

Maka integral garis dua dimensi menjadi [1]:

[ renas=[ sy [(2) +(2) a

Integral Garis Dimensi Tiga
Definisi Integral Garis 3 Dimensi Pendekatan Massa Jenis

Misalkan fungsi f(x,y,z) terdefinisi di setiap titik dari kurva mulus C dalam
bentuk parametrik r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k di mana a < t < b, maka integral
garis f sepanjang kurva C didefinisikan oleh [6], [7], [2]:

[ ayads = tim " Feed, v, 260)as
¢ i=1

f f(x,y,2)ds = f (), y(8), 2()) J( d’:) (j{)+(§) dt

Untuk memahaminya, perhatikan contoh berikut.

Contoh 1:

Evaluasi [5]:
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f ysinzds

Cc

Di mana C adalah circular helix (spiral melingkar) dengan persamaan x =
cost, y =sint,z=t,dan 0 <t < 2m.

Jawab:

Karena y =sint, z =t, dan 0 < t < 2m maka:

[ysmeas= [Tmosne () +(5) +(5) «
C_'}/San S = . Sint) Ssin dt dt dt

Karena x = cost, y = sint, z = t, maka:

dx it
— = —sin
dt

dy .
7¢ = ¢os
dz 1
dt
Sehingga:
2T

fysinzds = (sint)sint+/(—sint)2 + (cost)? + (1) dt
c 0

2m
fysinzds =f sin? t+/sin? t + cos?t + 1 dt
c 0

. : 1
Karena sin?t + cos?t = 1 dan sin’t = 5 (1 — cos 2t) maka:

2n
1

fysinzds =f E(l—cosZt)\/1+ 1dt

c 0

21

1
fysinzds =2 (1 —cos2t) dt
c 2 0
1 1 2T
fysinzds=—\/§[t——sin2t]
c 2 2 0

1 1 1
fysinzds = —ﬁ[(Zn——sinMr) — (0 ——sinO)]
c 2 2 2

fysinzds = %ﬁ[(Zn —-0)—(0)]
c
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1
fysinzds = E\/E(Zn) =2m
c

Contoh 2:

Evaluasi [1]:
f(xz —y+ 32)ds
c
Di mana C adalah segmen garis dengan persamaan x =t, y = 2t, z=t, dan
0<t<1.
Jawab:
Karenax =t,y=2t,z=t,dan 0 <t <1 maka:

X@)=1y't)=2,z'(t) =1

f(x2 —y+3z)ds = fl(t2 —2t+3t) ()2 + (2)2 + (1)%dt
c 0
1
f(x2 —y+32)ds =f 2 +t)Vedt
Cc 0

1
f(xz—y+32)ds=\/gf (t? +¢) dt
c 0

1

1 1
f(x2 —y+3z)ds = \/3[—t3 +—t2]
c 3 2 0

[ - - el +307) - (oo o)

1

fc(x2 —y+32)ds = \/3[(%+§> — (0)]

5
f(xz—y+3z)ds =g\/6
c

Contoh 3:

Tentukan pusat massa dari sebuah kawat dengan massa jenis § = kz yang

membentuk kurva helix € dengan persamaan parametrik [6]:

x =3cost,y=3sint,z=4t,0<t<m
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Jawab:

Formula untuk pusat massa adalah (x,y,z) di mana:

x=—|xdm
mJc
-_1 d
y mcy m
Z=—|zdm
mJc

Karena § = kz,x = 3cost,y = 3sint,z = 4t,0 < t < w maka:

dx_ 3 sint
i sin
d—}t}=3cost
dz_4
dt
dm = dds
dm = kz ds
dm = 4kt ds

dm = 4kt./(=3sint)? + (3 cost)? + (4)2dt

dm = 4kt\/9sin?t + 9 cos? t + 16dt

dm = 4kt\/9(sin? t + cos?t) + 16dt
dm = 4ktV9 + 16dt
dm = 4kt\25dt

dm = 20kt dt

Sehingga:

™

T 1
m= jS ds = j 20kt dt = 20k [—tz] = 10km?
c 0 2 1o
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1
x=—fxdm
mJjc

Untuk x:

_ 1 T
X = WJ; (3 cos t)20kt dt

X = 60k fﬂ:t t dt
¥ = Tokn? ), 1 °°

x|

6 Vs
:_2_[ tcost dt
= Jo

Gunakan integral by part:

fudv=uv—fvdu

Misalkan u =t dan dv = cost dt maka:

du=1dt

vzjdvzjcostdtzsint

Maka:
6 ™ 6 T
Ez—zf tcost dt=—2<[tsint]g—f sintdt>
= Jo n 0
_ 6 (T 6 _
X =—2f tcost dt = — ([tsint]§ + [cost]F)
T T
0
6 (™ 6
x=ﬁf tcost dtzﬁ[tsmt+cost]g
0
T 6
E=—2f tcost dt = —[(msinm + cosm) — (0sin0 + cos 0)]
2 J, T
_ 6 (T 6
x=—zf tcost dt =—=[(0—1) - (0+ 1)]
n? ), T
X = 6jﬂt t dt = 6( 2) = 12
X=— . cos = =
Untuk y:

1
Sy
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1

T
y = Wfo (3sint)20kt dt

5 = S0k fnt int dt
Y= Toknz ), M

<l

6 T
== f tsint dt
= Jo
Gunakan integral by part:

fudv=uv—fvdu

Misalkan u =t dan dv = sint dt maka:

du=1dt
v=fdv=fsintdt=—cost

Maka:

T

_—6jnt'tdt—6 [—t t]”+f tdt
y_T[Z . Sin _7'[2 COSt]y 0COS

6 (" 6
5= ﬁf tsint dt = — ([t cost]f + [sint]f)
0
_ 6 (" 6 m
y:?fo tsint dt=F[Slnt—tC05t]o
__ 6 (" 6 . .
y=—f tsint dtzﬁ[(smn—ncosn)—(smO—OcosO)]
0
y =

T 6
Zfo tsint dt = ?[(O —n(—-1)) — (0)]

_ 6 (™ 6 6
yzﬁfo tsmtdt=;(n)=;

Untuk z:
1
z=—fzdm
mJc
T

f (4)20kt dt
0

2= 10kn?
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Maka pusat massa dari sebuah kawat dengan massa jenis § = kz yang

membentuk kurva helix C adalah:
( 12 6 8n>
m3’'n’ 3

Definisi Integral Garis pada Medan Vektor 3 Dimensi

Misalkan F adalah medan vektor yang kontinu terdefinisi di setiap titik dari
kurva mulus C dalam bentuk parametrik r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k di mana
a <t < b, maka integral garis dari F sepanjang kurva C didefinisikan oleh [6],

[71, [2]:

fF -dr = fF -Tds = be(r(t)) -r'(t)dt
c c a

Di mana:
dr =r'(t)dt

T = vektor tangen satuan yang didefinisikan dengan:

R0
T=rol
ds = |r'(t)|dt

F(r(t)) = F(x(8), y(6), 2(1)) = (x(), (1), ()
Untuk memahaminya, perhatikan contoh berikut.
Contoh 4:

Tentukan usaha yang dihasilkan oleh medan gaya:
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11 1
F(x,y,z)=—§x1—§y]+zk

Pada sebuah partikel yang bergerak sepanjang

persamaan:
r(t) =costi+sintj+tk
Dari titik (1,0,0) sampai (—1,0,37).
Jawab:
Karena:
r(t) =x(®)i+y()j+z()k
Dan diketahui:

r(t) =costi+sintj+tk

Maka:
x(t) = cost
y(t) =sint
z(t) =t

Sehingga medan vektor F menjadi:

1 1 1
F(x(t),y(t),z(t)) = — > C0S ti— Esin ti+-k

1 1 1
F(x(t),y(t),z(t)) = (—Ecost,——smt,—)

2

helix (spiral) dengan

4

4

Karena r'(t) = —sinti+costj+ k = (—sint,cost,1) maka:

W=fF-dr
c

b
sz F(r(t)) -r'(t)dt

3T 1 1 . 1 '
W=f (——=cost,—=sint,—) - (—sint,cost,1)dt
0 2 4

2

31T 1 1
sz (—sintcost——sintcost+
0 2 2

1
4
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Perhatikan bahwa batas yang digunakan hanya batas pada sumbu z karena
komponen vektor x dan y menghasilkan O atau tidak memberikan kontribusi

pada usaha total.

Maka:
37 1 1 3% 37
W=f0 o=l =%
Contoh 5:
Evaluasi:
f F-dr
c
di mana:

F(x,y,2z) = xyi+ yzj + zxk
Dan C adalah kubus bengkok dengan persamaan:
x=t, y = t?, z =t3, 0<t<1
Jawab:
Karena:
r(t) =x(®)i+y@®)j+z(Hk

Dan diketahui:

Maka:
r(t) =ti+t%j+t3k
Sehingga medan vektor F menjadi:
F(r(t)) = F(x(t),y(t),z(t)) = t3i + t°j + t*k
Fx(t), y(t), 2(t)) = (¢3,¢5,¢*)

Karena r'(t) = i + 2tj + 3t?k = (1,2t, 3t%) maka:

1
fF-dr=f (t3,t5,t%) - (1,2¢, 3t%)dt
c 0
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1
fF-dr:f (t3 + 2t° + 3t%)dt
C 0

fF dr—f(t3+5t6)dt—[t4 ]
C

Jprar= G +2@7) - (GO +20y)

fc" d“—(i 7)‘(0)

de_7+20_27
. T 287287 28

Notasi Alternatif Integral Garis pada Medan Vektor 3 Dimensi

Misalkan F = Pi + Qj + Rk adalah medan vektor yang kontinu terdefinisi di
setiap titik dari kurva mulus € dalam bentuk parametrik r(t) = x(t)i + y(t)j +
z(t)k di mana a <t <b, maka integral garis dari F sepanjang kurva C
didefinisikan oleh [6], [7], [2]:

dr
fF-dr=fF-—dt
c c dt

f Fdr= f (P,QR) - (x'(©),y'(0), 2/ (6)) dt
c c

de f(de+ v, d)dt
T ate dt

fF-dr=dex+Qdy+Rdz
c c

Bentuk terakhir di atas disebut juga integral garis bentuk turunan.

Untuk memahaminya, perhatikan contoh berikut ini.

Contoh 6:

Tentukan usaha yang dihasilkan oleh medan gaya elektrostatis:
F(x,y,z) = yi+zj + xk

Dalam membawa muatan dan bergerak sepanjang segmen garis dari (1,1,1)

ke (2,4,8).
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Jawab:
Dari soal diketahui:
P=y,Q=zR=x

Dan kurva € merupakan segmen garis antara (1,1,1) ke (2,4,8) dalam bentuk

parametrik adalah:
x—1=2-1Dt
y—1=04-1t

z—1=08-1t

Atau:
x=t+1
y=3t+1
z=7t+1

Di mana 0 <t < 1 memenuhi segmen garis antara titik (1,1,1) sampai (2,4,8).

Sehingga:

fF-dr=dex+Qdy+Rdz
c c
1
fF-dr=f ydx+zdy+xdz
c 0
1
fF-dr=f (3t + Ddt + (7t + 1)3dt + (t + 1)7dt
c 0

1
jF -dr = f Bt + 1)dt + 21t + 3)dt + (7t + 7)dt
Cc 0

1

1 31
fF dr = f (31t + 11)dt = [—tz + 11t]
Cc 0 2 0

Fdr=—+11="+—>==2"

f 31 31 22 53
c 2 2 2 2

Contoh 7:

Evaluasi:
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fydx+zdy+xdz
c

Di mana C adalah kurva denga persamaan parametrik:

x=ty=t%z=t3,0<t<1

Jawab:
Karena:
x=ty=t%z=t3,0<t<1
Maka
dx = dt, dy =2tdt, dz=3t*dt
Sehingga:

1
fy dx +zdy + x dz =f t2dt + t3(2tdt) + t (3t2dt)
C 0

1

fydx+zdy+xdz=f t2dt + 2t*dt + 3t3dt
C 0

1
fydx+zdy+xdz=[§ —t5+ t4]
c

1 2 3
fydx+zdy+xdz=—(1)3+—(1)5+—(1)4
c 3 5 4

J et vyt xd _1+2+3 20 24 45 _89
J ey Txaz 572 60 60 60 60

Gradien Medan Vektor dan Fungsi Potensial di Ruang 3 Dimensi
Gradien Fungsi 3 Peubah

Misalkan fungsi w = f(x,y,z) mengalami perubahan nilai dari titik P(x,y, z)
ke titik terdekat Q(x + Ax,y + Ay, z + Az) menghasilkan:
Aw = f(Q) = f(P)

Dengan menggunakan teorema aproksimasi diperoleh:

of of of
aw~Daxe+ g+ n,
ax Xty Yt a;
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Bentuk aproksimasi di atas dapat diekspresikan secara ringkas dalam
bentuk gradien vektor Vf (dibaca sebagai "del f") dari fungsi f, yang

didefinisikan sebagai:
Vi y,2) =ife(x,y,2) +ify(x,y,2) + Kf,(x,y,2)
Atau dapat ditulis:

_of_  of  of  of of of
Vf—al*‘a]ﬁ'ak—(a,@,&

)

Untuk memahaminya, perhatikan contoh berikut.

Contoh 8:

Tentukan gradien vektor dari f(x,y,2) = x? + yz — 2xy — z? di titik P(2,1,3).

Jawab:

Karena f(x,y,z) = x? + yz — 2xy — z% maka:

of
g—Zx—Zy
of
@—Z—Zx
of
5—3}—22

Sehingga:
Vf = (2x — 2y)i+ (z — 20)j + (v — 22)k
Maka Vf di titik P(2,1,3) adalah:
VFE(P) =Vf(2,1,3) = (2(2) —2(1))i+ ((3) — 2(2))j + ((1) —2(3)k
VF(P) = VF(2,1,3) = 2i —j — 5k
Fungsi Potensial di Ruang 3 Dimensi

Misalkan F adalah medan vektor dalam bentuk F = Vf untuk beberapa fungsi

skalar f maka f disebut fungsi potensial untuk medan vektor F [10].
Atau dalam literatur lain didefinsikan sebagai berikut:

Medan vektor F dikatakan konservatif jika F adalah gradien dari fungsi g

yang dapat diturunkan secara kontinu, ditulis:
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F(P) =Vg(P)

Untuk semua P dalam domain F. Fungsi g disebut fungsi potensial dari F
[8].

Untuk memahaminya, perhatikan contoh berikut.
Contoh 9:

Tentukan fungsi potensial f sehingga Vf =F, jika F = y%i+ (12xy + e3?)j +
3ye3?Kk.

Jawab:

Jika terdapat sebuah fungsi f, maka:

af 5
=Y ey
of
—=2 (2
3y xy+e 2)
af — 3z
PP 3ye A3)
Dari:
af 5
ox y
Diperoleh:

fGy.2) = f y2 dx

f,y.2) =xy*+ g9,z (4)

Di mana g(y, z) adalah konstanta terhadap variabel x. Selanjutnya, turunkan

terhadap y fungsi f(x,y,z) = xy? + g(y,z), diperoleh:

of
oy - 2xy + 9y(y,2)
Karena:

3z
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Maka g, (y,z) = e3?, sehingga:

902) = [ ¥ dy = ye¥ + h(z)
Substitusikan hasil di atas ke dalam (4), diperoleh:

f(x,y,2) = xy? + ye3? + h(2)

Selanjutnya, turunkan fungsi f(x,v,2z) =xy%+ye3?+h(z) terhadap z

diperoleh:
af — 3z !
PPl 3ye®? + h'(2)
Dan bandingkan dengan (3):
af — 3z
PP 3ye

Maka h'(z) = 0 sehingga h(z) = C atau konstantan.
Jadi fungsi potensial f adalah f(x,y,z) = xy? + ye3? + C.
Curl di Ruang 3 Dimensi

Misalkan F = Pi + Qj + Rk adalah medan vektor di R® dan turunan parsial dari
P,Q,R semuanya eksis, maka curl F adalah medan vektor dalam R3

didefinisikan oleh [5]:
curl F=VXxF

di mana:

Maka:

i j k
o d 0
VXF=|— — —
dx dy OJy
P Q@ R

VxF_(aR 6Q>_+(6P 6R)_+(6Q ap)k
~ \ay azl 0z axl dx 0y

Sehingga:

curl]F=VXF

387



INTEGRAL GARIS DI DIMENSI TIGA

1F_(aR 6Q>_+(8P 6R>_+(8Q 8P>k
=Gy " a2/ ez " ax)) T \ax oy

Untuk memahami, perhatikan contoh berikut.
Contoh 10:

Tentukan curl F, jika F = xzi + xyzj — y?Kk.

Jawab:
i i k
]F=VXF 9 9 9
curl F = =|— — —
dx dy Ody
P Q R
1F_(aR 6Q)_+(6P 6R)_+(6Q ap)k
k= dy azl 0z ax] dx Jdy
Karena:
P = xz, Q = xyz, R = —y?
R )
ay_ y
c’)Q_
az_xy
oP
az_x
c’)R_O
ax
aQ_
ax_yz
aP_O
ay_
Maka:

curl F = (—2y —xy)i+ (x — 0)j + (yz — 0)k

curl F = (—=2y — xy)i + xj + yzk
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Latihan 13

1. Evaluasi:

f xyzds
c

Di mana C adalah kurva dengan persamaan x = 2sint, y =t, z = —2cost,

dan 0 <t <m.

2. Evaluasi:
f(x2 +y? +2z%)ds
c
Di mana C adalah kurva dengan persamaan x =t, y = cos 2t, z = sin 2t,

dan 0 <t < 2m.

3. Evaluasi:

jF-dr
c

di mana:
F(x,y,z) =sinxi+ cosyj+ xzk
Dan C adalah kurva dengan persamaan:
r(t) = t3i—t?j + tk, 0<t<1
4. Tentukan usaha yang dihasilkan oleh medan gaya:
F(x,y,2) = (x = y?)i+ (y —zD)j + (z —x")k

Dalam membawa muatan dan bergerak sepanjang segmen garis dari

(0,0,1) ke (2,1,0) antara kedua titik tersebut.
5. Tentukan fungsi potensial f sehingga Vf =F, jika F = y2z3i + 2xyz3j +
3xy?z2k.

6. Tentukan curl F, jika F = xy2z3i + x3yz?%j — x?y3zk.
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Jawaban 13

1. Diberikan parametrik x = 2sint,y =t,z = —2cost. Maka:
x'=2cost,y' =1,z =2sint
Elemen dari permukaan:

ds = J&2 + )2 + () =5

Maka:
Vs
f —2v5sin2tdt = V5
0

*Gunakan integrasi by part di mana u = t,dv = sin 2t dt

2. Integral:
f(x2 +y? +z%)ds
c
Di mana C adalah x = t,y = cos2t,z = sin2t,0 < t < 2m dan diperoleh:
dx_ dy_ 2'2tdz—2 2t
at ~ var . cSmebg T8

Maka:

is= (@) +(2) +(Z) «
5= \ae dt dt

ds = /(1)2 + (=2 sin2t)2 + (2 cos 2t)2dt = V/5dt

Karena x? + y? + z2 = t? + cos? 2t + sin? 2t = t? + 1 maka:

J;(xz +y% +2z2)ds = J:n(tz + 1)V5dt = \/§(§1T3 + 27r)

3. Karena r(t) = (t3,—t?,t) maka:

ar _ (3t%,—-2t,1)
dt - ) ]

Karena F = (sinx, cosy,xz) maka F(r(t)) = (sint3,cost?, t*).

Sehingga:

L 3 2 14 2 6 .
F-dr = | (sint®,cost~,t*) (3t ,—2t,1)dt=§—cosl—sm1
c 0
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Persamaan parametrik garis melalui titik (a, b, c) dan (I,m,n) adalah:
r() =1 —-tXa,b,c) +t{l,mn), te[0]1]

Maka persamaan parametrik garis melalui titik (a, b, c) dan (I, m,n)
adalah:

r(t) = (2t,t,1—t)

Maka:
dr =(2,1,—1)dt
Sehinga:
1 7
w:fF-dr:f (t? +8t—2)dt = =
c 0 3
Diberikan:

fo=y*2* (D)
fy=2xyz* (2
f, =3’z (3)

Integrasikan (1) diperoleh:

f=[raa=warg0n @
Turunkan (4) terhadap y diperoleh:

fy =2xyz° + g'(¥,2)
Hasilnya bandingkan dengan (2) diperoleh:
9'(y,z) =0dan g(y,z) = C
Hasilnya substitusikan ke (4) diperoleh:
f=xy*z3+C
Misalkan F = Pi + Qj + Rk adalah medan vektor di R® dan turunan parsial
dari P,Q,R semuanya eksis, maka curl F adalah medan vektor dalam R3

didefinisikan oleh:

curl F=V XF

lF—(aR 6Q)_+<6P 0R>_+<6Q 6P>k
k= Jdy 0z ! 0z ax] dx 0y

391



INTEGRAL GARIS DI DIMENSI TIGA

Karena F = xy?z3i + x3yz?j — x?y3zKk maka:
P =xy?z3, P, = 2xyz>, P, = 3xy?z?
Q = x3yz?, Q, = 3x%yz?, Q, = 2x3yz
R=x?y%2, R,=2xy%2, R, =3x%?%z
Sehingga:
curl F = (3x2y?%z — 2x3yz)i + (3xy?z? — 2xy32)j + (3x%yz? — 2xyz3)k
atau:

curl F = xyz(x(3y — 2x)i+ y(3z — 2y)j + z(3x — 22)k)

Rangkuman 13

1. Misalkan fungsi f(x,y,z) terdefinisi di setiap titik dari kurva mulus C
dalam bentuk parametrik r(t) = x(¢t)i+ y(t)j + z(t)k di mana a <t <b,

maka integral garis f sepanjang kurva C didefinisikan oleh:

fc fCx,y,2)ds = f .y, 2() j (%)2 + (%)2 + (%)2 dt

2. Misalkan F adalah medan vektor yang kontinu terdefinisi di setiap titik

dari kurva mulus C dalam bentuk parametrik r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k
di mana a <t<b, maka integral garis dari F sepanjang kurva C

didefinisikan oleh:

fCF -dr = LF -Tds = LbF(r(t)) -r'(t)dt

3. Misalkan F = Pi+ Qj + Rk adalah medan vektor yang kontinu terdefinisi
di setiap titik dari kurva mulus € dalam bentuk parametrik r(t) = x(t)i +
y()j + z(t)k di mana a < t < b, maka integral garis dari F sepanjang kurva
C didefinisikan oleh [6], [7], [2]:

fF-dr=dex+Qdy+Rdz
c c

4. Misalkan fungsi w = f(x,y,z) maka gradien dari f adalah:

d d d af of ad
oL L L Y

Ox 0x )
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Misalkan F adalah medan vektor dalam bentuk F = Vf untuk beberapa

fungsi skalar f maka f disebut fungsi potensial untuk medan vektor F.

Misalkan F = Pi + Qj + Rk adalah medan vektor di R dan turunan parsial

dari P,Q,R semuanya eksis, maka curl F adalah medan vektor dalam R3

didefinisikan oleh:

curlF=VXF
IF = (aR aQ) i+ (ap 6R> - <6Q 6P> K
curtt = dy 0z ! 0z O0x J dx 0y

Tes Formatif 13

1.

Jika kurva € memiliki persamaan x = t,y =t?,z=t3dan 0 <t < 1, maka

nilai dari:
jxyeyz dy
c

adalah ...

A. 2(e—1)/3

B. (e—1)/3

C. 2(e+1)/3

D. (e+1)/3

E. (e—1)/2

Jika kurva € memiliki persamaan x = Ve, y=t,z=t?’dan 1<t <4,

maka nilai dari:

fydx + zdy + xdz
c

adalah ...

A.
B.
C.
D.

350/15
372/15
722/15
910/15

922/15

Jika kurva € merupakan segmen garis dari (1,0,0) ke (4,1,2) maka nilai

dari:

jzzdx + x2dy + y?dz
c

adalah ...
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23/3
25/3
29/3
31/3
35/3

4. Jika kurva C memiliki persamaan r(t) = (cost,sint,sin5t), 0 <t < m dan

m U oW

F = (ysinz, zsinx, x siny), maka nilai dari:

fF-dr
c

adalah ...
A. -0,2541
B. -0,1363
C. O

D. 0,1363
E. 0,2541

5. Jika kurva € memiliki persamaan r(t) = (2t,3t,—t"2), -1 <t <1danF =

fF-dr
c

(x,—z,y), maka nilai dari:

adalah ...
A. 3

B. 2

C. O

D. -2

E. -3

Jawaban Tes Formatif 13

B
D

a ok L=
=

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 13 yang

terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
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gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 13.

Tinekat P _Jumlah Jawaban yang Benar x 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0

Arti tingkat penguasaan:

90 — 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul 14. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda

harus mengulangi Modul 13, terutama bagian yang belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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MODUL 14

TEOREMA STOKE’S

Metode Pembelajaran Estimasi Capaian Pembelajaran
Waktu
Pembelajaran Kooperatif 150 menit Mahasiswa mampu
Problem based Learning menyelesaikan permasalahan
terkait teorema Stoke’s.

Materi 14

Pada sesi sebelumnya, kita sudah belajar tentang teorema Green, integral

garis dan curl tiga dimensi yaitu:
Teorema Green

Misalkan kurva C berorientasi positif, mulus dan tertutup sederhana pada
bidang dan misalkan D adalah daerah yang dibatasi oleh C. Jika P dan Q

memiliki turunan parsial kontinu pada daerah terbuka yang berisi D maka:

fCde+Qdy=ffD<g—g—g—§>dA

Integral Garis

Misalkan F adalah medan vektor yang kontinu terdefinisi di setiap titik dari
kurva mulus C dalam bentuk parametrik r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k di mana

a <t < b, maka integral garis dari F sepanjang kurva C didefinisikan oleh:

fF -dr = fF -Tds = ij(r(t)) -r'(t)dt
c c a

Misalkan F = Pi+ Qj + Rk adalah medan vektor yang kontinu terdefinisi di
setiap titik dari kurva mulus € dalam bentuk parametrik r(t) = x(t)i + y(t)j +
z(t)k di mana a <t <b, maka integral garis dari F sepanjang kurva C
didefinisikan oleh [6], [7], [2]:
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TEOREMA STOKE’S

fF-drszdx+Qdy+Rdz
c c

Curl 3 Dimensi

Misalkan F = Pi + Qj + Rk adalah medan vektor di R?® dan turunan parsial dari
P,Q,R semuanya eksis, maka curl F adalah medan vektor dalam R3

didefinisikan oleh:

curl]F=VXF

1F_(aR 6Q)_+(6P 6R)_+(6Q ap)k
cunt = dy azl 0z ax] dx Jdy

Teorema Stokes dapat dianggap sebagai Teorema Green versi dimensi yang
lebih tinggi. Sementara Teorema Green menghubungkan integral rangkap
dua pada bidang di daerah D ke integral garis di sekitar bidang yang dibatasi
kurva, Teorema Stokes menghubungkan integral permukaan di atas
permukaan S ke integral garis di sekitar batas kurva S (yang merupakan

kurva 3 dimensi).

Gambar 14. 1. Permukaan S dengan Vektor Normal Satuan n

Gambar 14.1 menunjukkan permukaan S berorientasi dengan vektor normal
satuan n. Orientasi tersebut menimbulkan orientasi positif dari kurva C
terbatas yang ditunjukkan pada gambar. Artinya, jika Anda berjalan ke arah
positif dengan kepala mengarah ke arah kiri, permukaannya akan selalu

berada di sebelah kiri Anda. [14], [10], [6], [11], [5].
Teorema Stokes

Misalkan S adalah potongan permukaan mulus dan berorientasi dibatasi

oleh kurva C tertutup sederhana terbatas dengan orientasi positif. Misalkan
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F adalah medan vektor yang turunan parsialnya kontinu pada daerah

terbuka di R® yang mengandung S, maka [7], [9], [2], [5]:

fF-drszcurlF-dS
o s

Karena:

IF'dr=fF-Tds
c c

Dalam beberapa referensi ditulis [6], [14], [11]:

fF-dr=5€F-Tds
c c

Dan

jfcurlF-dSszcurlF-ndS
S s

Serta

ds = /fxz +fZ + 1dA

Maka teorema Stokes menjadi:

'[F-dr='[jcurlF-dS=ffcurlF-ndS=ffcurlF-n /fx2+fy2+1dA
c s s D

Catatan:

Kurva batas yang berorientasi positif dari permukaan berorientasi sering

ditulis sebagai dS, sehingga Teorema Stokes dapat dinyatakan sebagai:

ffcurlF-dS=f F-dr
S as

Untuk memahaminya, perhatikan contoh berikut.
Contoh 1:

Evaluasi menggunakan teorema Stokes [6]:

fF-Tds
c
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TEOREMA STOKE’S

Di manaF = (3z,5x,—2y) dan C merupakan kurva elips dengan orientasi
berlawanan jarum jam hasil irisan antara bidang z = y + 3 dan silinder x? +

y2=1.

Jawab:

Agar menambah gambaran, gunakan Octave dengan sintaks:
>> [x,y]=meshgrid(-2:0.5:2);
>> z=y+3;

>> bid=surf(x,y,z);

>> set(bid, FaceAlpha',0.1)
>> hold on

>> R=[1 1];

>> N=100;

>> [X,Y,Z]=cylinder(R,N);
>> h=5;

>> Z=7Z*h;

>> sil=surf(X,Y,Z);

>> set(sil,' FaceAlpha',0.1)
>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

>> axis equal

>> [x,y,z]=meshgrid(-3:3);
>> M=3%*z;

>> N=5*x;

>> O=-2%y;

>> quiver3(x,y,z,M,N,0)
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Gambar 14. 2. Bidang z, Silinder, Elips, dan Medan Vektor F

Perhatikan bahwa:

fF-Tds=ffcurlF-ndS
c s

Karena kurva elips C berada pada bidang z =y + 3 maka vektor normal

satuan n dari permukaan S yang dibatasi oleh C adalah:

N
n=_—
IN|

Di mana N adalah vektor normal dengan rumus:
N=(-fu—f,,1)=(0,-11) = —j+k

Dan

IN| =02+ (-1)2+12=+2
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Maka:
N _1 (0,—1,1)
n=_—=—(0-1,
INI V2
Sementara:
i j Kk
IF=VXF= 9 9 9
cur = = % @ @
P Q@ R
IF=VxF = (aR OQ>_+<6P 6R>_+(6Q ap)k
curt® = “\oy " 9z)' "oz ")) T \ox T oy
Karena P = 3z,Q = 5x, R = —2y, maka:
oR 5
dy
90
i 0
P 3
0z
R 0
ax
00
i 5
oP 0
dy
Sehingga:
curlF=(-2-0)i+(3-0)j+ -0k
curl F = —2i + 3j + 5k = (—2,3,5)
Maka:
IF (=2,3,5) 1(0 1,1) =2
cur ‘n=(— " = y T 4 =
V2
Sehingga:

fF-Tds=ffcurlF-ndS
c s
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Ada 3 alternatif untuk menyelesaikan:

Alternatif 1:

Karena dS = |N|dA = v2dA, maka:

%F-Tdssz(ﬁ)ﬁdAszZdA

Karena x> + y?=1maka0<r<1dan 0 <6 < 2m.

Sehingga:
2w 1
fF-Tds=2f frdrdé?
c o Jo
21 1 1
%F-Tdszzf [—rz] do
c o L2 g
271’1
%F -Tds = 2f —do
c 0o 2
2T
fF-Tdszj do = 2n
c 0
Alternatif 2:

Karena dS = |N|dA = V2dA, maka:

ng-Tds=ff(\/§)\/§dA=ff2dA

Karena dA adalah luas lingkaran dengan jari-jari 1 pada bidang xy maka:
dA=n(1)*=nm
Maka:

—t}gF-Tds=2n
c

Alternatif 3:

fF.Tds=jfx/Ed5
Cc S

Karena dS adalah luas daerah elips dengan semi axis 1 dan V2, maka:

dS =1xV2xm=\2n
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Sehingga:
fF-Tds=ff\/§dS=\/§><\/§n=2n
c s

Catatan:

Semi minor axis 1, diperoleh dari x? + y? = 1, untuk x = 0 maka y = 1, untuk
x =0 maka y = 1. Sedangkan semi mayor axis V2 diperoleh dari V1% + 12 =
V2.

Contoh 2:

Evaluasi [2]:

fF-dr
c

Di mana F = —y%i+xj+ 22k dan C adalah kurva elips dengan orientasi
berlawanan jarum jam hasil irisan antara bidang y + z = 2 dan silinder x? +

y? =1.
Jawab:

Untuk memperjelas permasalahan, gunakan Octave diperoleh:

!

!

|
|

G
Y2V I MR\ \\ X
NSSSIP— —“\\

ASVANEAS LY

S A A s s x M A
Ll AR
VA

P Ty
/A AN e S o x N

Gambar 14. 3. Bidang z, Silinder, Elips, dan Medan Vektor F
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Sintaks:

>> [x,y|=meshgrid(-2:0.5:2);
>> z=2-y;

>> bid=surf(x,y,z);

>> set(bid, FaceAlpha',0.1)
>> hold on

>> R=[1 1];

>> N=100;

>> [X,Y,Z]=cylinder(R,N);
>> h=5;

>> Z=7%h;

>> sil=surf(X,Y,Z);

>> set(sil,'FaceAlpha',0.1)
>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

>> axis equal

>> [x,y,z]=meshgrid(-2:0.5:2);
>> M=-y."2;

>> N=x;

>> 0=z."2;

>> quiver3(x,y,z,M,N,0)

Perhatikan bahwa:

jF-dr=jjcurlF'dS=jjcurlF-ndS=JfcurlF-n /fx2+fy2+1dA
c s s D
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i j Kk
IF=VXF= 0 0 9
cur = = & @ @
P Q R
lF—VxF—(aR 6Q>_+<6P 6R)_+(6Q 6P>k
curtt = ~ \oy azl 0z ax] dx 0y
Karena P = —y?%,Q = x, R = z?, maka:
aR_O
dy
90
6_2_0
6P_0
0z
6R_0
ox
00
a—l
oP 5
dy Y
Sehingga:

curlF=(0—-0)i+ (0—-0)j+ (1 - (—2y))k
curl F = (1 + 2y)k =(0,0,1 + 2y)

Karena kurva elips C berada pada bidang z =y + 2 maka vektor normal

satuan n dari permukaan S yang dibatasi oleh C adalah:

N

n=—
IN|

Di mana N adalah vektor normal dengan rumus:
N=(-fu—f,,1)=(0,-11) = —j+k

Dan

dS = |N|dA = /0% + (=1)2 + 12dA = V2dA
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Maka:

Sehingga:

fF-drszcurlF-dSzffcurlF-ndS=ffcurlF-n /fx2+fy2+1dA
c s s s

LF-drszcurlF-dSzffD(O,O,l+2y)-%(0,—1,1)\/§dA

fF-drzffcurlF-dSsz(1+2y)dA
c s D

Dimana D adalah proyeksi permukaan S pada bidang xy.

Karena proyeksi permukaan S pada bidang xy adalah cakram x?+y% <1,

maka:
0<r<10<0<2m

Dan rubah y menjadi y = rsin 8 serta jangan lupa dA = rdrd6.

Sehingga:
2m 1
JF-dr=ffcurlF-dS=f f (1 + 2rsin@)rdrdo
c s o Yo
Ml 2 !
fF-dr=f [—r2+—r3sin9] de
c o 123 0
2 12
F-dr=f (—+—sin9)d9=n
o= 23
Contoh 3:

Gunakan teorema Stokes untuk mengevaluasi [2]:

jcurlF-dS
S

Di mana F(x,y,z) = xzi + yzj + xyk dan § adalah permukaan yang terletak

dalam silinder x? + y? = 1 dan bagian dari bola x? + y? + z? = 4 di atas bidang

xy.
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Jawab:

Untuk memperjelas permasalahan, gunakan Octave diperoleh:
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Gambar 14. 4. Hemisphere, Silinder dan Tembereng

Sintaks:

>> R=[1 1];

>> N=100;

>> [X,Y,Z]=cylinder(R,N);
>> h=2;

>> Z=7*h;

>> sil=surf(X,Y,Z);

>> set(sil,' FaceAlpha',0.1)
>> hold on

>> [x,y,z] = sphere;

>>x = x(11:end,:);
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>>vy =y(ll:end,:);

>>z =z(11:end,:);

>>r=2;

>> hs = surf(r.*x,r.*y,r.*z);
>> set(hs,'FaceAlpha',0.2)
>> axis equal

>> xlabel("x");

>> ylabel("y");

>> zlabel("z");

>> [x,y,z]=meshgrid(-2:0.5:2);
>> M=x.*z;

>> N=y.*z;

>> O=x.*y;

>> quiver3(x,y,z,M,N,O)

Karena permukaan S berbentuk tembereng bola maka batasan kurva C pada
bidang xy adalah lingkaran x% + y? = 1 dengan z = V3. Nilai z = /3 diperoleh
dari mengurangi bola x? + y? + z? = 4 oleh lingkaran x? + y?> =1 dengan r =

1.
Rubah x dan y menjadi:

x=rcost = (1)cost =cost

y=rsint = (1)sint = sint
Sehingga persamaan parametrik kurva C adalah:

r(t) = costi+sintj+ V3K, 0<t<2m
Dan
r'(t) = —sinti+ costj

r'(t) = (—sint,cost,0)
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Karena F(x,y,z) = xzi + yzj + xyk, maka F menjadi:

F(r(t)) = V3costi++3sintj+ costsintk

F(r(t)) = (V3 cost,V3sint,costsint)
Dengan teorema Stokes:

21
fcurlF-dS=fF'dr=
S

(V3 cost,V3sint,costsint) - (—sint,cost,0)dt
c 0

2T
jcurlF-dSzf (—\/§C05tsint+\/§costsint)dt =0
S 0

Latihan 14

1. Perhatikan hemisphere H dan bagian dari paraboloid P berikut.
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Misalkan F adalah medan vektor di R® yang komponennya memiliki
turunan parsial kontinu. Jelaskan mengapa:

ffcurlF-dS=ffcurlF-dS
H P

Gunakan teorema Stokes untuk mengevaluasi:

qurlF -dS
S

Di mana F(x,y,z) = x?z%i + y?z?%j + xyzK dan S adalah permukaan yang

terletak dalam silinder x2? + y? = 4 dan bagian dari paraboloid z = x? + y?
berorientasi keatas.

3. Evaluasi:

fF-dr
c
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Di mana F = xyi + 2zj + 3yk dan C adalah kurva elips dengan orientasi
berlawanan jarum jam hasil irisan antara bidang x + z = 5 dan silinder

x2+y%2=09.

Jawaban 14

1.

Pehatikan bahwa kedua permukaan pada H dan P memiliki batas kurva

yang sama yaitu lingkaran x? + y? = 4.

Berdasarkan teorema Stoke’s dapat ditulis:

fjcurlF-dSzjfcurlF-dSsz-dr
H P c

Di mana C adalah lingkaran x? + y? = 4 dengan orientasi berlawanan

jarum jam.
Langkah 1:

Teorema Stokes menyatakan bahwa:

ffcurlF-dS=fF-dr
s c

Di mana C adalah batas dari permukaan dengan orientasi berlawanan

jarum jam.
Langkah 2:

Diketahui permukaan adalah paraboloid z = x? + y? di dalam silinder

x2+y? =4,

Bayangan batas permukaan adalah lingkarang x? + y? = 4 yang sejajar

dengan bidang xy z = 4.
Parametrik kurva C adalah r(t) = (2cost,2sint,4)
Sehingga: dr = (—2sint, 2 cost,0)dt
Langkah 3:
Diketahui F = (x?z2,y%z2, xyz) maka:
F(r(t)) = (64 cos?t,64sin’t,16sint cos t)
Karena C berupa lingkaran maka batas dari t adalah O sampai 2.

Langkah 4:
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Maka:

ffcurlF-dS=fF-dr
S c

128 (27 _ _
ffcurlF'dS=Tf (3costsin®t — 3sintcos?t)dt = 0
s 0

Langkah 1:

Teorema Stokes menyatakan bahwa:

jfcurlF-dSsz-dr
S c

Langkah 2:
Kita memerlukan curl F untuk menghitungnya.
Karena F = (xy, 2z,3y) maka:

curl F = (1,0, —x)
Langkah 3:

Misalkan S adalah lintasan dari bidang z + x = 5 di dalam silinder x? +

y? =9. Jika S dalam bentuk z = g(x,y) dan berorientasi ke atas, maka:

churlF-dS=fL(—P(3—i)—Q(3—i)+R)dA

Di mana D adalah proyeksi permukaan S pada bidang xy.
S adalah bagian dari bidang z =5 — x
D adalah daerah di dalam lingkaran x? + y?2 =9, dan z = 0

Langkah 4:

churlF-dS=_[L(—(l)(—l)—0(0)+(—x))d,4 =ij(1—x)dA

Kita gunakan polar untuk menyelesaikannya:

2w 3
ffcurlF-dS=f f(l—rcos@)rdrd9=9n
s o Jo
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Rangkuman 14

Misalkan S adalah potongan permukaan mulus dan berorientasi dibatasi
oleh kurva C tertutup sederhana terbatas dengan orientasi positif. Misalkan
F adalah medan vektor yang turunan parsialnya kontinu pada daerah

terbuka di R® yang mengandung S, maka:

fF-dr=ffcurlF-dS
c S

Karena:
jF-drsz-Tds
C o
Atau
fF-dr=5€F-Tds
c c
Dan
jfcurlF-dSszcurlF-ndS
S S
Serta

ds = /fxz +fZ + 1dA

Maka teorema Stokes menjadi:

'[F-dr='[jcurlF-dS=ffcurlF-ndS=ffcurlF-n /fx2+fy2+1dA
c s s D

Catatan:

Kurva terbatas yang berorientasi positif dari permukaan berorientasi sering

ditulis sebagai dS, sehingga Teorema Stokes dapat dinyatakan sebagai:

ffcurlF-dS=f F-dr
s as
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Tes Formatif 14

1.

Jika F = (—y,x,—2) dan S adalah permukaan kerucut z2 = x2 + y?,0<z <

4 berorientasi ke bawah, maka nilai dari:

ffcurlF-dS
S

adalah ...
=27
—8r
—32n
—16n
—4r

@ o owe

Jika F = (—2yz,yx,3x) dan S adalah permukaan paraboloid z? =5 — x? —

y?, terletak pada bidang z = 1 berorientasi ke atas, maka nilai dari:

fjcurlF-dS
S

adalah ...
A. 8m

B. 10m
C. 12n
D. 14n
E. 16r

Jika F =(y,z,x) dan S adalah permukaan bola x?2+y?+z2=1, y>0,

berorientasi searah dengan sumbu y positif, maka nilai dari:

ffcurlF-dS
s

adalah ...
A m

B. m/2
C. O

D. —-n/2
E. —m
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TEOREMA STOKE’S

4. Jika F = (1,x + yz,xy — v/z) dan C adalah kurva terbatas pada bidang 3x +

2y + z =1, di oktan pertama, maka nilai dari:

fF-dr
C

adalah ...
A. 1/3

B. 4/3

C. 1/36

D. 1/24

E. 1/18

5. Jika F = (yz,2xz,e*’) dan C adalah kurva berbentuk lingkaran x? + y? =

fF-dr
c

16, z = 5, maka nilai dari:

adalah ...
A. 100w
B. 80m
C. 60m
D. 40r
E. 20m

Jawaban Tes Formatif 14

C
A
E
D
B

A

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 14 yang
terdapat di bagian modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. Kemudian,
gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda

terhadap materi Modul 14.

Tingkat P _Jumlah Jawaban yang Benar x 100%
ingkat Penguasaan = Jumlah Soal 0
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TEOREMA STOKE’S

Arti tingkat penguasaan:

90 - 100% = baik sekali

90 - 100% = baik

90 - 100% = cukup
<100% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda sudah
menyelesaikan mata kuliah Kalkulus Peubha Banyak. Bagus! Jika masih
di bawah 80%, Anda harus mengulangi Modul 14, terutama bagian yang

belum dikuasai.

QR Code Video Pembelajaran QR Code Video Pembelajaran
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GLOSARIUM

Aproksimasi adalah pendekatan terbaik yang mendekati nilai sebenarnya.

Curl merupakan salah satu bentuk diferensiasi bidang vektor.

Cusp adalah patahan atau titik pada sikloid.

Differential adalah istilah untuk melakukan turunan dari suatu fungsi.
Divergen adalah istilah untuk ukuran aliran keluar per satuan volume dari

medan vektor pada suatu titik.

Fungsi potensial adalah fungsi yang mungkin terbentuk dari suatu medan
vektor dengan syarat F = Vf.
Fluks adalah medan vektor F di atas permukaan S adalah integral

permukaan dari komponen vektor normal satuan n di atas permukaan S.

Gradien vektor adalah turunan vektor dari suatu fungsi skalar.

Gradien medan vektor adalah turunan dari suatu medan vektor.

Hemisphere adalah istilah untuk menggambarkan setengah bola.

Integral adalah istilah untuk mendapatkan fungsi awal yang sudah
mengalami turunan.

Integral garis adalah integral yang dihitung dengan mengevaluasi fungsi
yang hendak diintegralkan sepanjang seutas kurva.

Integral permukaan adalah integral yang dilakukan untuk menghitung luas

permukaan dengan batas tertentu.

Jacobian adalah determinan dari matriks Jacobi.

Kalkulus Peubah Banyak adalah mata kuliah yang merupakan bentuk
pengembangan atau kelanjutan dari mata kuliah Kalkulus Differensial dan

Kalkulus Integral.

Luas area adalah kuantitas dari wilayah terbatas.
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Matriks adalah susunan entri yang berbentu persegi panjang dalam baris

dan kolom tertentu.

Norm adalah istilah untuk panjang vektor.

Ortogonal adalah suatu istilah untuk menyatakan vektor-vektor yang saling

tegak lurus.

Pengali Lagrange adalah metode untuk mencari nilai maksimum dan

minimum suatu fungsi.

Radial adalah kecepatan dari suatu benda dalam arah segaris dengan arah

pandangan (menjauhi atau mendekati pengamat).

Surface adalah istiah untuk menggambarkan permukaan di tiga dimensi.
Sikloid adalah lintasan yang dilalui oleh suatu titik pada keliling lingkaran
jika titik itu bergulir sepanjang garis lurus.

Tangensial adalah perubahan kecepatan tiap satuan waktu.

Usaha adalah gaya dikali jarak.

Vektor merupakan sebuah besaran yang memiliki arah.

Vektor normal adalah vektor yang tegak lurus dengan garis atau bidang.
Vektor satuan adalah vektor dengan panjang satuan.

Vektor normal satuan adalah vektor yang tegak lurus dengan garis atau

bidang dengan panjang satuan.

Work adalah istilah untuk usaha yang dihasilkan dari penerapan gaya.
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