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KOMBINATORIAL

» Kombinatorial adalah cabang Matematika yang
objek-objek.

» Solusi yang diperoleh dengan kombinatorial adalah
objek-objek tertentu di dalam himpunannya.



Percobaa
n

Kombinatorial didasarkan pada hasil
yang diperoleh dari suatu percobaan.

Contoh percobaan dan hasilnya :
Melempar dadu
Melempar koin uang Rp 100, -
Memilih 5 orang wakil

Menyusun jumlah kata yang
panjangnya 5 huruf



Kaidah Dasar Menghitung.

» Kaidah dasar menghitung yang digunakan
dalam kombinatorial :

kaidah dan
kaidah

» Kaidah perkalian dan kaidah penjumlahan dapat
diperluas hingga mengandung lebih dari dua
percobaan.



1.

Kaidah perkalian

bila percobaan 1 percobaan 2 dilakukan, maka

terdapat hasil percobaan ( atau menghasilkan
kemungkinan jawaban ).

Kaidah penjumlakan

bila hanya satu percobaan saja yang dilakukan
( percobaan 1 percobaan 2 ), terdapat
kemungkinan hasil percobaan ( menghasilkan
kemungkinan jawaban ) yang mungkin terjadi.



Misalkan 2 buah dadu yang berbeda warhanya (merah dan
putih) dilontarkan. Ada berapa macam cara untuk
mendapatkan jumlah angka 4 atau 8 ?

Cara untuk mendapatkan Cara untuk mendapatkan
jumlah angka = 4 adalah jumlah angka = 8 adalah
sebagai berikut : sebagai berikut :
Dadu merah  Dadu putih  Dadu merah  Dadu putih

1 3 2 6

2 2 3 5

3 1 4 4
Ada tiga cara 6 2

5 3

Ada lima cara

Jadi untuk mendapatkan jumlah angka 4 atau 8 adalah 3 + 5
= 8 cara



Sebuah restoran menyediakan lima jenis makanan,
misalnya nasi goreng, roti, soto ayam, sate dan sop,
serta ketiga jenis minuman yaitu susu, kopi, dan
the. Jika setiap orang boleh memesan satu makanan
dan satu minuman, berapa nbanyak pasangan
makanan dan minuman yang dapat dipesan?

Dari persoalan diatas, kita dapat menggunakan
diagram pohon untuk menentukan jumlah pasangan
makanan dan minuman yang akan dipesan.



susu
kopi
teh

hasi goreng

susu
kopi
teh

roti

susu
kopi
teh
susu
kopi
teh

soto ayam

sate

susu
kopi
teh

sop

AAAA N



Perluasan Kaidah Menghitung.

Jika n percobaan masing — masing mempunyai pl, p2, ... pn
hasil percobaan yang mungkin terjadi yang dalam hal ini setiap
pl tidak bergantung pada pilihan sebelumnya,

maka jumlah hasil percobaan yang mungkin terjadi adalah :

a. plxp2x...xpn (kaidah perkalian)

b. P1+p2+...+pn (kaidah penjumlahan)



Jika ada sepuluh pertanyaan yang masing - masing bisa
dijawab benar atau salah, berapakah kemungkinan kombinasi
jawaban yang dibuat



Misal terdapat 6 buah buku berbahasa inggris, 8 buah

buku berbahasa perancis, dan 10 buah buku berbahasa

jerman. Masing — masing buku berbeda judulnya. -masing

Berapa jumlah cara memilih :

a. 3 buah buku, masing — masing dari tiap buah buku
yang berbeda bahasa,

b. 1 buku sembarang bahasa

(@) Jumlah cara memilih  buah buku, masing-masing
dari tiap bahasa adalah (6)(8)(10) = 480 cara.

(b) Jumlah cara memilih buah buku (sembarang bahasa) =
6 +8+10 = 24 cara



Berapa nilai k sesudah kode program Pascal berikut
dieksekusi?

1 .'n m buah kalang (pengulangan)
+1; Dieksekusi sebanyak n; kali.
1 n, Nilai k selalu ditambah 1 (nilai k
+1; pada awalnya 0).

Setiap kalang dilaksanakan

. maka nilai k

dihitung dgn

Pn:=1 0 Jadi



Berapa nilai k sesudah kode program Pascal berikut
dieksekusi?

k:=0 m buah kalang (pengulangan)
pr:=1 n (nested).
P2 * = LR Dieksekusi sebanyak n; kali.
Nilai k selalu ditambah 1 (nilai k
pada awalnya 0).
pn:=1 n,  Setiap kalang dilaksanakan
ki=k+1; - maka nilai k
dihitung dgn
Jadi



Jika terdapat  posisi pengisian bit yang masing-masing
memiliki  kemungkinan nilai, atau , maka jumlah
kombinasi kunci yang harus dicoba adalah :



Suatu bilangan dibentuk dari angka-angka
2,3,4,5,7,8,dan 9

Misalkan

Berapa banyak yang
nhamun yang
dapat dibentuk dari angka-angka tersebut?



Ada bilangan yang akan dibentuk :_ _

Karena disyaratkan bilangan kelipatan 5, maka angka paling kanan

hanya dapat diisi dengan angka 5 saja ( cara) » ___5

Angka dapat diisi dengan cara (yaitu 2, 3 dan 4) >
< 5000

Angka dapat diisi dengan cara (2 angka lain sudah

dipakai untuk posisi ke 1dan ke 4) 7-2=5

Angka dapat diisi dengan cara (3 angka lain sudah
dipakai untuk posisi ke 1, ke 2 danke 4) 7-3=4

Karena seluruh posisi angka harus terisi, maka kita menggunakan
kaidah perkalian, yaitu 3x5x4x1 = buah.



Prinsip Inklusi-Eksklusi

Informasi terkecil yang dapat disimpan di dalam
memori komputer adalah byte.
Setiap byte disusun oleh 8-bit.

Berapa banyak jumlah byte yang dimulai dengan ‘11’
berakhir dengan ‘11" ?

Misalkan :
A = himpunan byte yang dimulai dengan ‘11’
B = himpunan byte yang diakhiri dengan ‘11’
A B = himpunan byte yang berawal
berakhir dengan ‘11’



A B = himpunan byte yang berawal dengan ‘11’
berakhir dengan ‘11’

Jumlah byte yang dimulai dengan '11' adalah 2° = 64 buah,
karena 2 posisi pertama sudah diisi dengan '11’,
sehingga cukup mengisi 6 posisi bit sisanya.
Jadi |A| = 64
- 8 bit

Jumlah byte yang diakhiri dengan ‘11’ adalah 2° = 64 buah,
Jadi |B| = 64



Jumlah byte yang berawal berakhir dengan '11' ada 24
16 buah, karena 2 posisi pertama dan 2 posisi terakhir
sudah diisi dengan ‘11', sehingga tinggal mengisi 4 posisi bit
di tengah saja. Jadi |[A N B| = 16

11----11

Menggunakan prinsip inklusi-eksklusi
IAUB| = |A| + |B] - |A n B| =26+ 26 - 24
=64 +64-16= buah



Permutasi

Definisi : Permutasi adalah jumlah urutan berbeda dari pengaturan
objek-objek.

Bola Q @ Q

Kotak :

—_



Kotak 1 Kotak 2 Kotak 3 urutan

mb
b P P
P mpb
p bmp
m
P m bpm
= b pmb
b

m pbm



Permutasi

» Definisi 6.1: Permutasi adalah jumlah urutan
berbeda dari pengaturan objek-objek.

» Permutasi merupakan bentuk khusus aplikasi
aturan perkalian .

» Menurut kaidah perkalian permutasi dari n objek
adalah :

nin-1) (n=2)...... (2)(1) =






Jika contoh dirampatkan (bentuk secara umum) sehingga
ada dan
(r < n), maka

Kotak ke-1 dapat diisi oleh salah satu dari n bola (ada n pilihan)

Kotak ke-2 dapat diisi oleh salah satu dari (n - 1)bola (ada n-1 pilihan)
Kotak ke-3 dapat diisi oleh salah satu dari (n - 2)bola (ada n-2 pilihan)
Kotak ke-r dapat diisi oleh salah satu dari (n-(r-1))bola(ada n-r+1 pilihan)

Menurut , jumlah urutan berbeda dari penempatan bola
adalah 2> n(n-1)(n-2)...(n-(r-1))



Permutasi-r

Jumlah susunan berbeda dari pemilihan
disebut , dilambangkan
dengan , yaitu :

Nl
P(n,r) =— B

(n—r)!

. Permutasi r dari n elemen adalah
jumlah kemungkinan urutan r buah elemen yang
dipilih dari n buah elemen, dengan . Dalam
hal ini pada setiap kemungkinan urutan



Jumlah cara memasukkan yang
ke dalam adalah

Jumlah kemungkinan urutan 2 dari 3 elemen himpunan
A ={a, b, ¢} adalah



Bila , maka persamaan (6.2) menjadi sama dengan (6.1)




Berapa banyak " kata " yang terbentuk dari kata

Cara 1: (5)(4)(3)(2)(1) = 120 buah kata
Cara 2 : P (5,5) =5l =120 buah kata



Berapa banyak cara penyusunan 15 puzzle seperti
contoh dibawah ini?

. P (16, 15) > , karena tidak dianggap
sebagai sebuah objek berbeda dari yang lain.
P (16, 16) = 16! >



Kombinasi

» Kombinasi adalah bentuk khusus dari pemutasi.

» Jika pada permutasi urutan kemunculan diperhitungkan,
maka pada kombinasi

» Urutan abc, bca dan acb dan



Misalkan

| |
13 da& 9

haﬁya 3 cara

sama
» Sama
sama

d
d

g do | _F
m_@ 1 1 ele



Jumlah cara memasukkan
ke dalam

Sekarang bila jumlah bola dan jumlah kotak , maka
jumlah cara memasukkan bola ke dalam kotak adalah

Karena ada cara memasukkan bola yang
semua.



Secara umum, jumlah cara memasukkan buah bola
yang ke dalam buah kotak adalah

Rumus disebut rumus

dan dilambangkan dengan C(n, r)

atau



Kombinasi - r

» Definisi 6.4 : Kombinasir elemen dari n elemen adalah
jumlah pemilihan yang tidak terurut r elemen yang diambil
dari n buah elemen.

» Rumus:

dibaca " " artinya



Interpretasi kombinasi

Misalkan
Jumlah himpunan bagian dengan 2 elemen yang dapat
dibentuk dari himpunan A ada 3 buah, yaitu :

{1,2}={2,1}
{1,3}={3, 1} > 3 buah

{2,3}={3.2}

atau



Ada berapa cara dapat memilih 3 dari 4 elemen

himpunan A={a, b, ¢, d} ?

Ini adalah persoalan
ketiga elemen tersebut

karena

Himpunan bagian A dengan 3 elemen

Permutasi setiap himpunan bagian

{a, b, c} .acb,bca,bac,cab,cba
{a, b, d} ,adb,bda,bad,dab,dba
{a, c, d} .adc,cda,cad,dac,dca
{b, c, d} ,bdc,cdb,cbd,dbc,dcb




Untuk setiap 3 elemen ada 3! = 6 urutan yang berbeda
(permutasi ).

Jadi jumlah cara memilih 3 dari 4 elemen himpunan adalah

yaitu himpunan dan



Sebuah koin yang mempunyai dan di lempar
keatas sebanyak

Berapakah jumlah kemungkman

sebanyak ?

Penyelesaian :
Ini adalah persoalan dari kombinasi karena kita
kapan sisi A tersebut muncul.

Jadi, jumlah kemungkinan sebanyak
adalah



Panitia : 6 orang, jumlah wanita lebih banyak dp jumlah pria

Panitia terdiri dari 5 wanita, 1 pria >

dapat dibentuk dengan €(10,5) (€(8,1)
Panitia terdiri dari 4 wanita, 2 pria >

dapat dibentuk dengan €(10,4) (C(8,2)
Panitia terdiri dari 6 wanita, O pria >

dapat dibentuk dengan €(10,6) C(8,0)

Jumlah cara pembentukan panitia seluruhnya = €(10,5) x €(8,1) +
C(10,4) x €(8.2) + €(10,6) x €(8,0)



Andaikan apartemen A, B, C ditempati masing-masing oleh , 3 dan
orang mahasiswa. Jumlah cara menyewakan = (10, )xC(6,3)xC(3, )

Andaikan apartemen A, B, C ditempati masing-masing oleh 3, 4 dan 3
orang mahasiswa. Jumlah cara menyewakan = €(10,3)xC(7,4)xC(3,3)

Andaikan apartemen A, B, C ditempati masing-masing oleh 3, 3 dan
orang mahasiswa. Jumlah cara menyewakan = C( ,3)xC(7,3)xC(4, )

Total seluruh cara menyewakan = €(10,4)C(6,3) + €(10,3)C(7 4) +
C(10,3)C(7,3)
= 3€(10,4)C(6,3)



(0.0)




Panjang lintasan =  + langkah ( horizontal dan
vertikal)

Contohnya, pada

Panjang lintasan dari (0,0) ke A(  )=2+ 3=




Permutasi dan Kombinasi
Bentuk Umum

Kita mempunyai n buah bola yang
(jadi, ada
- indistinguishable). Misalkan dari buah bola itu
terdapat
bola diantaranya berwarna 1,
bola diantaranya berwarna 2,

bola diantaranya berwarna k,
dan n;+n,+..+n,=n



Dengan demikian, n buah bola yang mana
n; diantaranya berwarna 1,
n, bola berwarna 2,...
n,bola berwarna k adalah :



Jumlah seluruh bola kedalam kotak

Dinamakan (generalized combination)



Kita dapat melihat bahwa perbedaan antara
dengan



- { . . ’ ¢ ’ ¢ ’ ’ ¢ }

huruf M = 1 buah (n,)
huruf I = 4 buah (n,)
huruf S = 4 buah (n;)
huruf P = 2 buah (n,)
n=1+4+4+2=11buah = jumlah elemen himpunan

Ada yang dapat digunakan untuk menyelescukan
persoalan ini, keduanya memberikan



—___—— T
(T)(4h)4)(2)

4,4,2) =

— C(11,1)C(10, 4)C(6, 4)C(2, 2)
I 10! 6! 2l
" (@0l (4n(e!) (42 (2')(0')

111
——— =34650 buah
(]_)(4!)(4!)(2!)
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Definisi Relasi Rekursif

i

L

Relasi rekursif berasal dari dua kata yaitu relasi dan rekursif. Relasi
berari hubungan atau keterkaitan, sedangkan rekursif berarti
pengulangan. Sehingga dapat disimpulkan bahwa relasi rekursif
adalah hubungan yang berulang.

Definisi secara umum :

Suatu barisan didefinisikan secara rekursif, jika kondisi awal barisan

WY ~

L

ditentukan dan suku-suku barisan selanjutnya dinyatakan dalam
hubungannya dengan sejumlah suku-suku yang sudah dinyatakan

sebelumnya.




Suatu relasi rekursi untuk sebuah barisan
{a,} merupakan suatu rumus untuk
menyatakan a, kedalom satu atau lebih
suku-suku  sebelumnya  dari  barisan
tersebut, untuk suatu bilangan bulat non-

negatif n. Suatu barisan disebut solusi dari
sebuah relasi rekursi jika suku-suku pada
barisan tersebut memenuhi relasi
rekursinya.




A4
<=1 MA4 <1 MA4 <=1 Mh4

Contoh 1 :

Misal {a,,} barisan yang memenuhi relasi rekursi

A, = Qp_q — Ap_p untukn = 2, lalu misalkan ay = 3 dan a; = 5 tentukan nilai a, dan az
Jawab :
Karenaa, = a; —ag,makaa, =5—-3 =2

Karenaa; = a, —a;,makaa; =2—-5= -3

Contoh 2:

Tentukan barisan yang merupakan solusi dari relasi rekursi a,, = 3a,, — 1, jika
diketahui ay=2
Jawab :

a, = 3a,

ap = 3Bay-2) = 32-an—2
an = 3(3Bay—3)) = 3%.a,_3
a, =3"a,_, =3"a,
a, = 2.3"

Sehingga barisan a,, = 2.3™ merupakan solusi dari relasi rekursi a,, = 3a,, — 1, dengan

w,y ¢

L

WY ~

L.

nilai awal a,=2
‘ ‘
Y 4 Y 4
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=\ s =i Wy

L 4
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= Y\

Bentuk umum relasi rekursif linear koefisien konstan

Coan + Crapn_q + Cran_5 + -+ Cran_ = f(n)

ana c¢; untuk i=0,1,2,3...,k adalah konstan dan
f(n odal ih sebuah fungsi numerik dengan variable
n

Relasi rekursif tersebut dikatakan relasi rekursif linear
belrderojo’r K, jika ¢y dan c kedua nya tidak bernilai
nol.

Contoh

» 2a, + 2a,_,; = 3™ adalah relasi rekursif linear
berderOJo’r |

> = 0 adalah I’e|OSI rekursif linear

berderojo’r 2 yong bersesuaian d en%opkmosm]g
atikan sefiap

masing suku dari relasi tersebut, per
koefisien dan tanda tiap suku.

Relasi rekursif
inear
koeflesien
konstan




Contoh 1

Tentukan solusi dari relasi rekursi a,, = a,,_; + 2a,_,, dengan a, = 2,

dana, =7.
Jawab
Bentuk persamaan karakteristik dari relasi rekursi a,, = a,,_; +
2a,_;.
Pindahkan semua suku ke ruas kiri.

Giv— 04— 285.5=0
Karena relasi di atas memiliki derajat 2, maka bentuk polinomial
derajat 2 yang bersesuaian dengan masing-masing suku dari relasi
tersebut, perhatikan setiap koefisien dan tanda tiap suku.

Ap—Ap-1 — 20y, =0

)
2 —r=2r0=

r2—r—-2=0

Persamaan di atas disebut persamaan karakteristik, dan memiliki 2
akar berbeda yaitu r; = 2 dan r, = —1 yang disebut akar-akar
karakteristik.

Bentuk solusi umum dari relasi rekursi yang memiliki 2 akar
berbeda adalah

a,=¢,"n+c, 17

Sehingga solusi umum dari relasi rekursi di atas adalah
@y =¢ 2"+ ¢ (1"

Untuk suatu cy, ¢, bilangan real.

Untuk mendapatkan solusi khusus, gunakan nilai awal yang
diketahui.

a0=2=C1'20+C2'(_1)0

2:C1+CZ

a,=7=c 2+ (1)}

7= 2C1 _Cz..

Persamaan (1) dan (2) dapat diselesaikan dengan metode
substitusi/eliminasi untuk mendapatkan ¢, = 3 dan ¢, = -1.

Sehingga solusi khusus dari relasi rekursi a,, = a,,_; + 2a,,_, adalah
a,=32"-(-1)" v




Contoh 2

Tentukan solusi dari relasi rekursi a,, = 6a,_; — 9a,_,, dengan
a, =1,dana, = 6.

Jawab
Bentuk persamaan karakteristik dari relasi rekursi tersebut.
ap = 6an_1 —9ay_
l
a, —6a,_1+9a,_,=0
l
r2—6r+9=0

Persamaan karakteristik di atas memiliki akar-akar karakteristik
kembar yaitur, =1, = 3.

Bentuk solusi umum dari relasi rekursi yang memiliki 2 akar
kembar adalah

a, =cy 1 +cynr

Sehingga solusi umum dari relasi rekursi di atas adalah
a,=¢'3"+c; n(3A"
Untuk suatu ¢;, ¢, bilangan real.

Untuk mendapatkan solusi khusus, gunakan nilai awal yang
diketahui.

a0:1:C1'30+02'0(_1)0
1:C1

a,=6=c¢3+¢, 13"

6= 3C1+3C2

Persamaan (1) dan (2) dapat diselesaikan dengan metode
substitusi/eliminasi untuk mendapatkan ¢; = 1 danc, = 1.

Sehingga solusi khusus dari relasi rekursi a,, = 6a,_, — 9a,_, adalah
a;=3"+n-3" v

Contoh 3

Tentukan solusi dari relasi rekursi a,, = 6a,,_; — 11a,_, + 6a,_s,

dengan ay = 2, a; = 5 dan a, = 15.
Jawab
Bentuk persamaan karakteristik dari relasi rekursi tersebut.
a, =6a,_,—1la, , + 6a,_3
l
a, —6a,_,+1la, , —6a, ;=0
1
r3—6r2+11r—6=0

Persamaan karakteristik di atas memiliki akar-akar karakteristik
berbeda yaitur, =1, , = 2danr; = 3.

Bentuk solusi umum dari relasi rekursi yang memiliki 3 akar
berbeda adalah

Qp=C " +C-13 +C3-13

Sehingga solusi umum dari relasi rekursi di atas adalah
A, =c¢; 1"+ ¢y 2" +¢5 - 3"
Untuk suatu ¢y, ¢, ¢; bilangan real.

Untuk mendapatkan solusi khusus, gunakan nilai awal yang
diketahui.

Ay =2=cy+¢c; +¢5
a; =5=0¢;+2¢;, + 33
a, =15=¢; +4c; +9c3

3 persamaan di atas dapat diselesaikan dengan metode
substitusi/eliminasi untuk mendapatkan ¢; = 1, ¢, = —1dan¢; = 2.

Sehingga solusi khusus dari relasi rekursi a,, = 6a,_; — 11a,_, +
6a,_; adalaha, =1—-2"+2-3™




Menyelesaikan Relasi Rekursif dengan Fungsi
Pembangkit

relasi rekursif berikut. ap= 1 ai=3%an=2ap1 +4r, n2 2

Penyelesaian :

Misal P(x) adalah Fungsi- Pembangkit Biasa
(an). Maka menurut definisi,

o

P(x)= Y anx™

=l




Karena untuk n =2, an = 2ap1 + 4™, kalau kedua ruas dari
persamaan ini dikali x» kemudian "dijumlahkan” untuk n =
2 sampai n = ~, diperoleh

zaﬂxn = zu‘an-i +4H‘—|]Iﬂ,
n=2

M=l

ekuivalen dengan;
St = 2Y a2+ Y47, (33])
n=2 =2 2

Ca L F 2

Ruas kiri persamaan (3.3.1) adalah:

no__ n_ .
ZHHI —E ﬂ”I -ﬂ'ﬂ H|I
=l m=i

=P(x) - 1 - 3x




Suku pertama ruas kanan persamaan (3.3.1) adalah

2 E a_x"=2x Z a x"

n=g s X

.=2x{ia,,_|x"" -ag)
n=l
= 2x (P() - 1)
=2 P(x) - 2x

Suku kedua ruas kanan persamaan (3.3.1) adalah

o

Zq"'lx” =X i 4:|—I £

ﬂ=.1 =2

=x (Y @x) 1)

m=]

=x -1
I:1+i!-.=: )




P(x) -1 - 3x = 2x P(x) - 2x + 1_I4I x,
ekuivalen dengan,
1-3x

P = -0

1-3x ]II 1/2
[1—4:}(1—2::} 1-4x 1 2x

1. 1 1
P() 5{1—4,:4_1"21'}

i (4x)" +Z(1x)"
rred)

i-;-{‘l“ £2")"
n=0

Karena a, adalah koefisien x* dalam P(x), maka
penyelesaian relasi rekursif yang dimaksud adalah,

an = ¥2(4n + 20), untuk n=0.




Contoh 2:Menyelesaikan relasi rekursit dengan
menggunakan Fungsi Pembangkit Eksponensial
(FPE).

(note) :

1. pada dasarnya relasi rekursif dapat diselesaikan dengan menggunakan fungsi
pembangkit.

2. Unftuk jenis relasi rekursif tertentu, lebih mudah diselesaikan dengan fungsi
pembangkit eksponensial daripada fungsi pembangkit biasa

Jawablah pertanyaan berikut :

Gunakan Fungsi Pembangkit untuk Menyelesaikan relasi rekursif berikut
ap=1;a, =na,_; +2"n=>1.



Penyelesaian

Misalkan P(X) adalah FPE dari barisan (a,,) 2 P(X) = Y=o an%

n

Kalikan kedua ruas bagian rekursif a,, = n a,,_; + 2™ dengan %
kemudian ‘dijumlah’ untuk n=1 sampai n=o, diperoleh

't n s n
X 2" X
an — Tl' oy (Tl An-1 + )W
n=1 n=1

Ekuivalen dengan

(00)
n

E A, — — A = na 2"—

n=0 n=1




00] (00]

le N le—l 4 nxn
Z“"E_l _xzan‘l(n—nz”zz L)
n=0

n=0 n=1

Sehingga,
P(x)—1=xP(x)+e** -1
Disederhanakan
er
PODS =59

Selanjutnya, akan dicari a,, yaitu koefisien dalam P(x)

KarenaP(x) = ezxi

= (oo 225 (L 00
= Yin=0(Qk=0 Zk_l!c)xn

_ o I 00 27
= Y=o ! (Zk=0§ .




Maka solusi relasi rekursif yang dimaksud adalah

=n! Xk= ok.






Doc1.docx

Latihan soal

1. Untuk bilangan bulat nonnegatif n,apakah barisan a,, = 3n merupakan
solusi bagi relasi rekursi a,, = 2a,-1 — a,;—,

2. Tentukan Solusi dari relasi rekursif a,, = —3a,,_; — 3a,,_, — a,_3 dengan
kondisiawal ay = 1,a; = =2 dan a,= —1.

3. Tentukan solusi dari relasi rekursi a,, = 5a,,_; — 6a,,_, dengan a, =
ldana, =5

4. Tentukan relasi rekursif an — 3a,,_, — a,_3 = 0untfuk n = 3 dengan a, =
1,a1 =N dC]ﬂ a,= 4 I

5. Gunakan fungsi pembangkit biasa untuk menyelesaikan persamaan
berikut!
a, =5a,_1+3%n=>1
6. Selesaikan relasi rekursif dari a,, = a,,_; + ndengan a, = 2,n = 1,2, ...
dengan fungsi pembangkit eksponensial



REKURSIF DENGAN FUNGSI PEMBANGKIT
DAN
DERANGEMENT (PENGACAKAN)




Relasi Rekursif dengan Fungsi Pembangkit

wonen ‘ﬂn =2,ay = 5,0y = Sip-1 + 68, =0(n 2 2}\

Penyelesaian :

Untuk menyelesaikan relasi rekursif diguanakan fungsi pembangkit biasa
Misalkan fungsi pembangkit biasa dari barisan tersebut adalah

P(x) =YY% ,ax™ =ay+ ayx + a,x?+ -+, Maka

Kedua ruas bagian rekursif dikali[™ -
ApX™ = 5a,_1x™ + 60, _,x" =0

Ambil Z untuk 7 = 2 diperoleh:




ZH" EZan 1X +EZEH Xt =0

238 263 =0

n=2 n=2
kan-k n-19kqn-1- k
P(x)—E—Sx—Sx Ay X"+ 622 Y @, ,x™? E 2 3 SE 2 3 nzl
=) oOUATTU
P(x) = 2 — 51 — 5x[P(x) — 2] + 6x2P(x) = 0 supaya tidak menghasilkan perkalian antar sigma
P(x) — 2 — 5% — 5xP(x) + 10x + 6x2P(x) = 0 sehingga dihasilkan bentuk penyelesaian yang
(1-5x + 6x2)P(x) = 2 — 5x lebih sederhana
P 2—5x
X =
{1—21‘}(1—3:(} ) Px) = 2 —5x 1 1

= +
(1-2x)(1-3x) 1-2x 1-3x

P(x) = (2 - 5%) Z(zx}" Z(zx}"

P(x)=(2~- SI}Z 22“3" ky P(x}—ZE“x“+Z 3nyn
ﬂ 0 k=0

Itl] n=0

P(x) = Z(zﬂ 3

P{I} _zz ZEEEH k 11 SIZ szgn =k .1 n=0

n=0 k=0 n=0 k=0

X kgn—kyn kgn-1-k,n | Sehingga a, adalah koefisien x" dalam P (x) yaitu
P(x) = znzu 223 SnZl Zzg an:29g3“n (X)y




b. Relasi Rekursif Linear Homogen Koefisien Nonkonstanta

Relasi rekursif homogen dengan koefisien nonkonstanta dapat diselesaikan dengan fungsi
pembangkit eksponensial.

Penyelesainnya

Untuk menyelesaikan relasi rekursif diguanakan fungsi pembangkit biasa
Misalkan fungsi pembangkit biasa dari barisan tersebut adalah

n xZ

3
P(x) =Y2"0 an% =aotagx +a; o+ ag% + ---Maka

Kedua ruas bagian rekursif dikali dengan ’;—T

- e

n n

X X
gl it Zﬂnﬁ_znﬂan:ﬂ

=1 n=1
ay——Nip1—=10 " L
n! n! ¥

_ Lo n
Ambil Y untuk 121 Plx) - 1_12“““‘1n(n— i~ koefisien % Dalam P (x)

n=1

Plx)=1-xP(x)=0

1 e
P(x}z—zz;r":Zn!—
1-x n!

n=0 n=0

n-1




a =5, ,+3; nzl

Untuk menyelesalkal

misalkan FPB dari barisan tersebut adalah p(x)
P(x) =Y% jax™ = ag+ a;x + ax® + -+ , maka

Kedua ruas bagian r

als J|r|rci'|: r~|i|/A:1|fiJ rlfr:\nnnn v
ax =(5a,  +3" )x"; nzl

Ambil Z untuk n =1

i a,x" =i (5a,  +3")x"

n=I n=1

= ar a

] o _ ] "o

E a,x" —a,x _55 a, X +E 3"x
n=l

n=i =l

plx)-1= Sxi a, x" + i(lr]” ~1

=l =l

1 -1
1-3x

plx)-1=Sxp(x)+

ple) = Sxpl)+ ——

|
1-3x

1 1
Xl=
,ﬂ{] 1-3x 1-5x

p(x)=3"3"x" 35" x"
=1 =L

(1-5x)p(x) =

zi[i3.‘:5n—ﬁ ]In

=00 k=i

a,=Yy 35" nz0
k=l




Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan relasi rekursif tersebut akan digunakan fungsi pembangkit eksponensial.

Misalkan FPE dari barisan tersebut adalah P (x) maka
*© n 2 3

p X X X
(X) = Z anm = Qg +CL1X+CL2§+ a3§+
n=0
T x1
K o o L Irsif dikali dengan —
a, —=nda,, +nl —
n! n! n!

Ambil Z untuk 1 =1



dengan demiki

a =2nln+l)-nn nz0



» Derangement atau pengacakan adalah sebuah permutasi dengan
syarat sefiap obyek yang dipermutasikan tidak boleh menempati

tempatnya semula.

» Misal tferdapat n elemen yang disusun pada suatu barisan dan notasi
1,2,3,...n. Selanjutnya, n elemen tersebut dipermutasikan pada barisan
yang sama sedemikian hingga tidak ada satu elemen yang menempati

tempatnya semula.




Misalnya, diberikan barisan 1,2,3,4. 3,1,4,2, dan 4,3,2,1, adalah contoh dari pengacakan
barisan 1,2,3,4. Sedangkan 3,1,2,4 bukan hasil pengacakan dari barisan 1,2,3,4, karena
angka 4 menempati posisi semula. Dapat disimpulkan bahwa derangement dari n obyek
untuk menetukan Banyaknya Pengacakan dari n obyek adalah

‘Duz(ﬂ_l}(ﬂni-l-ﬂul] ?HEE
D,=1, D =0

I N I
D, =n! (kl'} n =0

ke
' 1 2 3 nl
n{l—ﬁ+§—§+"°+(—1) a},nZO




Seorang pegawai baru di tfempat
penitipan topi suatu rumah makan
menerima titipan topi dari n pengunjung,
tetapi ia lupa untuk menomori topitopi
tersebut. Ketika para pengunjung

hendak mengambil kembali topi mereka,

pegawai ini memilih secara acak dari
topi yang tersisa. Berapakah peluangnya
bahwa tidak ada seorang pun yang
menerima topinya kembali¢

Jawaban

Peluang bahwa tidak ada seorang pun

1

1

LU T

2!

+(-1)" L] - -
n!

! 0368
e




Latihan Soal

REKURSIF UNTUK a,, ....7



Fungsi
Pembangkit
untuk

Kombinasi




Misalkan A adalah himpunan huruf-huruf pembentuk kata
“MATEMATIKA". Tentukan banyaknya cara menyusun n-hurut
dari A, dengan syarat semua huruf harus muncul.

Penyelesaian: Misal: k+ 6 =nmakak=n-46

A=(M, A TEIK) P(x) = 2%0—6 =0 z:é) x"

P(x)= (x + x2 + x* T S :
(X)= (e +x%+ 2 +x" +x ) Jadi banyaknya cara menyusun n-hutuf

= x® (1 + x + x* + x° T FEOEEE dari A, dengan syarat semua huruf
o (11 muncul adalah koefisien x dari fungsi
i (ﬁ) pembangkit, yaitu:

— 46 Z?=0(6_,1<+k) 0 Oon<e6

a, = n—1 > 6
(0.0) ;n sl
= Zk=0(5-]lc-k) xk+6 n—6



Contoh Sodadl

1. Dengan berapa cara 60 objek yang
identik dapat ditempatkan di dalom 4 sel
(kotak) yang berbeda sedemikian hingga
setiap kotak mendapat paling sedikit satu
objek



Penyelesaian

Karena ada 4 kotak dan setiap kotak mendapat paling sedikit satu objek, maka fungsi
pembangkit adalah

P(X)= (X +x2+ x3+ ...)4

= x* (ﬁ)4 L untuk |x| < 1

Jadi banyaknya cara menempatkan 60 objek yang identik ke dalam 4 kotak yang berbeda
sedemikian hingga tiap kotak mendapat paling sedikit satu objek adalah koefisien

x%% dalam p(x), yaitu (5652 3) = (gz) = 32.509



Berapa banyak cara memilih K huruf dari kata
“PESAWAT"” sedemikian hingga Paling banyak 3A dan
tepat 1T

PX)=(1+x+x°+x")x(1+1+x*+.-)*

(1—x% /13
-8 ()
1=% LL=X

-

| | mx s, (L)
Diketahui : P, S, W, T .
Vocal : A, E R (MY Easle S (MY L
Penyelesalan : SO (S PAE v (e B

O:n=10

n+3
n—1.
l::"n. + 3'} m— 1

An l=n=4
(ho1):

n— 1/ - |:.__ﬂ _ 5] mz5




Fungsi
Pembangkit
untuk

Permutasi




Ada berapa banyak kata sandi dengan panjang 4, yang dapat
dibentuk dari huruf-huruf pembentuk kata UMG, dengan syarat
huruf konsonan terambil maksimal 1 dan vokal maksimal 2?

Penyelesaian:
Syarat: 0 < U <2,0<M,G <1

Fungsi pembangkit dari permasalahan ini
yaitu:

2
F(x) =(1+x+%)(1+x)2
xZ
=(1+x+;)(1+2x+x2)
:1+3x+(1+i+2)x2+(1+1)x3+ix4
2! 2!

2 3 4
= 14+3x+221 5 4y 12X 4 12X
2 2! 3! 4!

Jadi banyaknya kata sandi dengan

panjang 4 yang dibentuk dari huruf U
4

M G adalah koefisien dari %, yaitu 12.

Adapun 12 kata sandi tersebut
adalah: UUMG, UUGM, UMUG, UMGU,
UGUM, UGMU, MUUG, MUGU, MGUU,
GUUM, GUMU, GMUU.



Barisan Biner

1 5 y 2

P(z) = ( T 'L = +)
Dengan r‘u:r';lgun.:h:r' rumis Ekspansi .I'-‘Iacl-auﬁn. diperoleh
Barisan biner didefinisikan bahwa
sebagai barisan yang memuat
2 angka (2 digit) yang berbeda

» Barisan binair 0, 1
Contoh : 101001
Contoh Soadl ;

Ada berapa barisan biner r-

angka yang memuat O

sebanyak bilangan genap dan

1 sebanyak genap pula? 'ﬂj'j“'fjjf' -'“'t;ﬂ”gmjﬂ
bilar =0

E—r —
1 :
1 ar bila r genap,r = 0



Barisan Kuartener

Barisan kuarternar didefinisikan sebagai

barisan yang memuat 4 angka yang Ple) - (1+:+ T: . ) (I+ % ) j .

berbeda: (1P

» Barisan kuarternair T 128 — e*(e¥ - 36 4 36— 1)

Contoh : 120032 =t“ eV 1 3T — &

Contoh Soal : —'}_'—[4 Y _q\“_{ z) +’*"s_‘—1'}.r_; _E%
r=(] r! T IZII r {I r: r=i

Berapa banyak barisan kuarternair r-angka
yang memuat paling sedikit: satu 1, satu 2,
dan satu 3

Untuk r = 3: Banyak barisan kuartemair 3-angka dengan syarat tersebut adalzh




Soal latihan

Misalkan aku mempunyai tas warna merah, putih dan biru. Ada berapa
cara kita mengambil baju dengan syarat merah terambil ganijil, putih paling
banyak 5 dan biru paling sedikit 14.

Tentukan banyak cara mengambil n huruf dan huruf-huruf pembentuk kata
“GRESIK", sedemikian setiap vokal tferambil.

Ada berapa banyak cara membagi n bola yang berbeda kedalam 5 kotak
yang berbeda dengan syarat satu kotak mendapatkan bola sebanyak
genap¢

Tentukan banyaknya barisan biner n angka yang memuat angka nol
sebanyak ganjil dan angka 1 sebanyak genap.

Tentukan banyak cara menempatkan n objek kedalam k kotak, sedemikian
tidak ada kotak yang kosong:

a. Objek berbeda dan kotak berbeda FPE
b. Objek berbeda dan kotak identif FPE x 1/,,



Referensi

» hitp://eprir Aatematika



http://eprints.umg.ac.id/357/1/Nur%20Fauziyah%20(Matematika%20Diskrit)%20(1).pdf

PRINSIP INKLUSI ,
DAN EKSLUSI !

KELOMPOK 5



Prinsip Inklusi dan

Ekskiusi merupakan perluasan ide
dalam Diagram Venn beserta
operasi insan dan gabungan, namun
dalam pembahasankali ini konsep
tersebut diperluas, dan diperkaya
denganilustrasi penerapan yang
bervariasi dalam matematika
kombinatorik.




Prinsip Inklusi-Eksklusi

Banyaknya anggota himpunan gabungan antara himpunan
Adan himpunan B merupakan jumlah banyaknya anggota
dalam himpunan tersebut dikurangi banyaknya anggota di
dalam irisannya.

Dengan demikian,

n(AU B) = n(A)+ n(B)— n(AN B)




/ Dalam sebuah program studi pendidikan matematika yang terdiri atas
350 mahasiswa,terdapat 175 mahasiswa yang mengambil

mata kuliah persamaan diferensial dan 225 mahasiswa yang
mengambil mata kuliah analisis kompleks, dan 50 mahasiswa yang
mengambil mata kuliah persamaan diferensial dan analisis kompleks.
Ada berapa mahasiswa di dalam perkuliahan itu jika setiap
mahasiswa mengambil mata kuliah persamaan diferensial,analisis
kompleks, atau kedua-duanya?




—PEVBAHASANCONTCHL

Misalkan :
. Aadalah mahasiswa yang mengambil persamaan diferensial
. / B adalah mahasiswa yang mengambil analisis kompleks.
" MakaAB merupakanhimpunan mahasiswa yang mengambil kedua
mata kuliah tersebut.
Maka,

n(AU B) = n(A)+ n(B)— n(ANB)
=175+ 225- 59
= 350




kesimpulannya,

terdapat 350 mahasiswa di dalam kelas yang
mengambil mata kuliah persamaan
diferensial, analisis kompleks, atau
kedua-duanya.

Karena banyaknyasiswa keseluruhan di
dalam kelas tersebut adalah 350
mahasiswa, artinya tidak terdapat
mahasiswa yang tidak memilih salah
satu dari kedua mata kuliah itu.




! Di sebuah jurusan dalam suatu perguruan tinggi terdapat 134
mahasiswa tingkat 3. Dari sekian banyak mahasiswa tersebut, 87 di
antaranya mengambil mata kuliah teori graf diskrit,73 mengambil
mata kuliah matematika ekonomi, dan 29 mengambil mata kuliah
teori graf danmatematika ekonomi. Berapa banyak mahasiswa yang
tidak mengambil sebuah mata kuliah baik dalam teori graf maupun
dalam matematika ekonomi?

1 l(". Q)

-

- ’\» R L]

x ¥ N

e - . g,
T4z & cos2x $r




—PEVBAHASANGONTOHZ

Untuk menentukan banyaknya mahasiswa tingkat 3 yang tidak
mengambil mata kuliah teori graf ataupun matematika ekonomi,
/ kurangilah banyaknya mahasiswa yang mengambil mata kuliah
darisalah satu mata kuliah ini dari keseluruhan banyaknya mahasiswa
tingkat 1.
Misalkan :
Amerupakan himpunan semua mahasiwa tingkat 3 yang mengamibil
mata kuliah teori graf,
B adalah himpunan mahasiswa yang mengambil mata kuliah
matematika ekonomi.

Makan(A)=87, n(B)=73,dan n(AN B) = 29




—PEVBAHASANGCNITOH2

Banyaknya mahasiswa tingkat 3 yang mengambil mata kuliah teori
graf atau matematika ekonomi adalah :

n(AU B) = n(A)+ n(B)— n(ANB)
=87+ 73- 29

= 160 - 29

= 131




kesimpulannya,

terdapat sebanyak 134 - 131 = 3
mahasiswa tingkat 3 yang tidak
mengambil mata kuliahteori graf ataupun
matematika ekonomi.




PEVBAHASANSH ANJUTNYA

Berikutnya akan diuraikan bagaimana cara-cara menentukan
banyaknya anggota dalam gabungan antara himpunan terhingga
dari sebuah himpunan. Hasil ini kemudian akan dikembangkan
menjadi sebuah prinsip yang dinamakan Prinsip
Inklusi-Eksklusi.



Sebelum membicarakan gabungan dari n
himpunan, dengan nsebagai bilangan bulat
positif,sebuah rumusan bagi banyaknya anggota
dalam gabungan 3 himpunanA, B, dan C akan
diturunkan.

Untuk menyusun rumus ini perlu diingat bahwa
n(A)+n(B)+n(C) membilang tiap anggota tepat
satu kali dari ketiga himpunan tersebut satu
kali, anggota yang tepat 2 kali dari
himpunan-himpunan itu adalah dua kali,
dan anggota-anggota dalam 3 himpunan
tersebut 3kali.




lilustrasikan dalam Gambarberikut :

Ekspresi final ini membilang tiap anggota satu kali, apakah
itu 1, 2 atau 3 dalam 3 himpunan.
Jadi,

n(AU BU C)= n(A)+ n(B) + n(C) -n(AN B)- n(BNC)
- n(ANC)+ n(AN BN C)



maka berhingga dan
Bukti:

Prinsip inklusi-eksklusi dapat dirampatkan untuk operasi
lebih dari dua buah himpunan. Untuk tiga buah
himpunan A, B, dan C berlaku teorema berikut.
Misalkan A, B, dan C adalah himpunan berhingga,

|An B|
lAnc]
@z ncl
OlanBnc|

[AuvBul|=Al+|Bl+IC]—AnBl—AnC|=|EnCl+|AnBnl
Misalkan |4 U Bl =D ... (1), sehingga [A uBu C| =D u C]
IDuc|=IDI+ICl—|DnC]| )
IDNC|=[(AuBYnC|=|(AnCYu (BnC| ... (Sifat Distributif)

IDnCl=[(AnC)uBnCl=lAnCl+|BnCl-1AnBnC|_.(3)

Perhatikan bahwa untuk mendapatkan [(An Cyu (B n C|

Hams dikwrangl [AnBnC| karena ketika kita mengambil |4 nCl, telah
termasuk di dalamnya |4 n B n €| begitupula ketika kita mengambil |[B n (|,
juga termasuk di dalamnva |A n B n (| Dengan kata lain, kita mengambil
|4 n B n (| sebanyak 2 kali vang mana agar kita hanya mengambilnya satu kali,
kita harus mengurangi penjumiahan antara |4 N C| dan |B n C] dengan |JA n B n
Cl.




Selanjumya. kita subtitusikan pers (3) ke pers (2):

IDucC]l= IDI+IC]—|DnC|

DucCl=IDI+IC]l— (JAnCl+IBnCl- l[AnBncCl
DuC]l=DI+IC]l— [AnC|-1BnCl+ |AnBnC|

Subtitusi pers (1)

JAvBul|=[AuB|+I|IC|— AnC|-IBnC|l+ [AnEBnC|
[AvBul|=AuB|+I|Cl—AnC|-IBnC|l+ [AnEBnC|
[AvBulC|= Al + Bl —-1AnEB|l +IC] — AnC|-|BEnC|l+ |AnEBEnC|

[AvBul|= 4| +|B] +IC|—AnEB|—- |AnC|-|BEnC|+ |AnEB nC|

V>



C7.= O}"’ 101

- C c=Vai+o
o=\ct+l
b=Vct+at

: Sehingga, untuk r buah himpunan berlaku teorema berikut:

o Misalkan A, A, ..., A, adalah himpunan berhmgga maka berlaku

A UA; UL U4 = Lil4i|- Eiifiji-quf n Aj| T Eiifijiki-r“qf na;n A+

o () N A0 04




Perluasan Prinsip Inklusi-Eksklusi untuk tiga himpunan

6‘ Terlihat bahwa daerah yang beririsan dihitung

av berulang-ulang.
« Angka 1 merah menunjukkan daerah yang terlibatketika

v 1Al dihitung.

* Angka 1 hijau menunjukkan daerahyang terlibat ketika
|B| dihitung,dan

* Angka 1 biru menunjukkan daerah yang terlibat ketika

|C| dihitung.



https://einzebern.wordpress.com/2012/03/18/matematika-diskret-prinsip-inklusi-dan-eksklusi/picture2/
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Perluasan Prinsip Inklusi-Eksklusi untuk tiga himpunan

l Terlihat bahwa penghitungan hampir benar, kecuali pada

' daerah di mana ketiga himpunansama-sama beririsan.

 _|A nB|dikurangkan ( dua 1 merah diambil ) ,
* |ANnC|dikurangkan ((dua 1 biru diambil ), dan

 |B n C| dikurangkan (dua 1 hijau diambil)
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IAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|A~B|-|A~C|-|B~C|+|A"B" C|

NAUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)-n(A*B)-n(A*C) —

N(BAC)+n(A~BA C)



-r——_—————————-—-—--—-—-—no——y - - — — — — — — — — — — —

Berdasarkan prinsip inklusi eksklusi, formula untuk menghitung

banyaknva anggota himpunan hasil gabungan empat himpunan

hingga|
A, uA, uA, UA = Al +]A |+ A+ A, - 1A~ A, -
A A+ A NA,l- IIAmA3|-IAmA3|-
|A3HA4|+|AIHAEHA3|+ |A1ﬁA2ﬁA4|+
A, A A+ A AL AAL - A ~A, AL A



Latihan Soal

Misalkan ada 1467 mahasiswa angkatan 2011 di ITB. 97 orang di antaranya adalah
mahasiswa Prodi Informatika, 68 mahasiswa Prodi Matematika, dan 12 orang mahasiswa
double degree Informatika dan Matematika. Ada berapa orang yang tidak kuliah di
Departemen Matematika atau Informatika?

Sebuah lembaga pendidikan menyediakan tiga jurusan bahasa yaitu Bahas Inggris, Jepang,
dan Mandarin. Setiap pelajar dalam lembaga tersebut boleh memilih lebih dari satu
jurusan. Misalkan ada 1232 pelajar yang mengambil jurusan bahasa Inggris, 879 orang
mengambil jurusan bahasa Jepang, 114 orang mengambil jurusan bahasa Mandarin, 103
orang mengambil jurusan bahasa Inggris dan Jepang, 23 orang mengambil jurusan bahasa
Inggris dan mandarin, dan 14 orang mengambil jurusan bahasa Jepang dan Mandarin. Jika
jumlah pelajar dalam lembaga itu ada 2092 orang, berapakah banyaknya pelajar
yangmengambil jurusan bahasa Inggris, Jepang, dan Mandarin?

Berapa banyak solusi dari x; + x, + x3 = 11
jika x4, x5, dan x5 bilangan bulat nonnegatif dengan x; < 3,x, < 4,x3 <67




THANK YOU !!

ANY QUESTION? n.




